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Problema 1.

Sa presupunem ca n este un numar natural impar. La inceput, Andrei scrie pe tabla numerele

1,2,3,....,2n . Apoi procedeaza astfel: alege la Intimplare doud numere a si b dintre cele scrise, le sterge
si adaugd pe tabla numarul |a - b| .Andrei aplicd acest procedeu in mod repetat, pand cand pe tabla este

scris un singur numar. Demonstrati ca acest ultim numar este impar.

SOLUTIE:
Notam cu § suma numerelor existente pe tablda la un moment dat. La
inceput, S =1+2+3+...+2n=n(2n+1) este Un NUMAT IMPAT .........ccovriueuriecuriieiriecieeieeeeeeeseieeeeeeenas 3p
Fiecare pas micsoreazd S cu2-min{a,b}, care este NUMAL PAL..........ceeurrrrierueuernerieeeuereereeeeierensesesceenens 3p
Deoarece la inceput S este numar impar, rezultd cd S este numar impar si la final...............coocceniens Ip
Problema 2.
Sa se demonstreze cd numarul 111...1222...2 poate fi scris ca produsul a doua numere naturale
2019 2019

consecutive.
SOLUTIE:
111...1222..2 =10""7 410" + ..+ 107" + 2 (10 +10™"7 +..4+1) oo Ip

2019 2019

=107 (10" +10™"7 +...+1)+2- (10" +10™"7 +...+1) = (10" +10”"7 +...+10+1)(10™° +2) =

2019 _ 2019 _ 2019 _
:M(lom +2)= e ST 3p
9 3 3
2019 _
0™ e e 2

FINAlIZATE ..o e e e Ip



Problema 3.

Un corp este lansat sub un unghi a fatd de orizontald, cu viteza vy. Corpul atinge pamantul dupd 10
. 8 .. 8 . t2

secunde la o distantd de 500+/3 m. Stiind ca x(t) = tv, cosa,y(t) = tv, sina — gT (g = 10 m/s?),

unde x(t) este distanta parcursd pe orizontala la momentul t si y(t) este inaltimea la care se gaseste

corpul la momentul ¢t. Sa se calculeze:

a) viteza initiald v, si unghiul « ;

b) inaltimea maxima la care a ajuns corpul ;

c¢) unghiul a sub care trebuie lansat corpul astfel incét distanta la care loveste paméantul sa fie maxima si

determinati aceastd distanta.

SOLUTIE:
. 2
a)y(10)=0:>vosina-10—1010 =0=20ySINA =501M/S oot Ip
x(10) = 5004/3 = 10vy cosa = 500v3 = 15 €0S & = 50V3 M/ coovvieeeeeieeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
(vo sina)? + (vycosa)? = v§ = vy = JSOZ + (50\/§)2 =100m/s,cosa = g = a = 30°......... Ip
b) Indltimea maxima este atinsi pentru t = — vo_sgi.na' D S ittt Ip
2
P(5) = 5750 = T2 = 125 MM oottt Ip
y(t)=0=>t= Zosing _, x(t) =vycosa- 2v0;ina _ % Siz(za) ....................................................... Ip
Distanta maxima se obtine cind sin(2a) = 1 = 2a = 90° = a = 45° = Distanta maxima este egala cu
2,
S = 1000 71 = 1KMo Ip
Problema 4.

Fie ABCD un patrulater convex si punctele M € (BC),N € (CD),P € (DA), Q € (AB) astfel incat
MB _ NC _PD _ Q4 _

Mc ND PA QB

a) Sa se arate cd daca u = 1, atunci MNPQ este paralelogram.

b) Daca MNPQ este paralelogram si u # 1, atunci ABCD este paralelogram.

SOLUTIE:

a) MQ este linie mijlocie in AABC si NP este linie mijlocie in AACB ..........ccoooiiiiiiiiiiiiiinian.. Ip
MQO||AC, NP [|AC = MO || NP ..o e e e et Ip
MQ:%AC,NP:%AC,MQ:NP ................................................................................ Ip
Deduce cd MNPQ paralelo@ram ...........ooiiiiirit it et e e e eeaeeee e Ip

b) Fie O un punct oarecare.

MNPQ este paralelogram= MN = QP =

1 —_— —_— _— 1 —_— _— —_—
:m((l—H)OC‘FHOD—OB) =m((u—1)0A—u0B+OD) ..................................................... Ip
(1-w0C—(1—pwO0B=1-w0D—1—p)0A= 1 —pBC=(1—=AD cooooerrerern. 1p
Cumpu#1= BC = AD = ABCD este paralelogram...........cooocviiiiiiiiiiiieee e Ip

Nota: Orice alta rezolvare corecta va fi punctata corespunzator.
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Problema 1.

Un client depune la banca 10000 lei cu dobanda unitard anuala 2% intr-un depozit pe doi ani cu dobanda
compusa. Simultan, banca acorda unui alt client un credit de 10000 lei, pentru doi ani, cu dobanda unitara
anuala de 6% . Care este profitul bancii dupa aceste operatiuni?

SOLUTIE:
2

Suma finala la depozit este 10000 - (1 +%j ZT0404 LT i 2p
Dobanda datorata la inceputul creditului este de 600 1€1 .........eevviiiriiiiiiiiiiiieieeeeee e Ip
Dupa primul an clientul mai are de achitat 5300 lei, la care se adaugd o dobanda de 318 lei.................. 2p
Banca primeste 10600+ 318 = TOOTE LT ...eeuueiiiiiiiiiieeieeee ettt Ip
Profitul bancii este de 10918 —10404 =514 181 ..ecccueeiiiiieiiie ettt ve e e eaae e saeeesaee e Ip
Problema 2.
Se considerd multimea M = {z eC | |z| <1 } si pentru orice z;,z, € M se defineste
expresiaE(z;,2,) = o By

1-71-2

o . , i
a) Rezolvati in multimea M ecuatia E(z, —z)=—, unde ne N,n>2.
n

b) Daca z;,z, € M astfel incat E(z;,z,)— E(z,,7)€ R, aratati ca z; —z, € R.

c) Aratati ca E(zl,zz)e M , pentru orice 7,2, € M .

SOLUTIE:

a) 2p, din care:

Ecuatia are doud solutiiin C: z;,z, = (n tvVn —l)i ................................................................................ Ip

zlz(n+\/n2—l)i$M,z1=(n— nz—l)ieM ....................................................................................... Ip

b) 2p, din care:



1 1 ) 1 1
E(z.20)—E(22.5)=(g—2)| ———+—— ERsi ———+———€R oo Ip
I-2-2p 1=-%-3 =712 1-%7
1 1 . . ..
presupunand ca —— +— =0, se obtine 7;-z+7,-z; =2 side aici
1—Z1'Z2 1—Z2‘Z1

2=7-2+% 4| <|7 - 22| +[72 - 21| < 2, contradictie; deci rezultd ¢ z) — 2 € R, Ip
¢) 3p, din care:

1—31Z2|2 =(1-35)(1-5%) =1+ir —t,

2 _
|Z1—Z2| :(Zl—Zz)(Zl—Zz):ﬁz*‘rzz—f’

unde 7,7, sunt modulele celor doud numere complexe, iar t =7Zjz, + 12 € R 2p
‘E(Zl’ Zz)‘ <le ’”12 + r22 <1+ r12r22 & (l—rlz)(l— r22) > (- adevarat pentru orice 7,2, € M ......cc.c........ Ip
Problema 3.

Se considerd S, (x)=cosx+cos(2x)+cos(3x)+...+cos(nx), pentru ne N* sixe R-{2kz},ke Z.
a) Rezolvati ecuatia S5 (x)=0, pentru xe (0,27).

b) Rezolvati inecuatia S, (x)—S,(x)=0, pentru xe (0,7).

c) Calculati S, (x).

SOLUTIE:
a) 3p, din care:
S3(1) =0 €08 (2X) (2€08 X4 1) = 0 turiiieiiieiieieinietri ettt Ip

b) 2p, din care:

S4(x)—S2(x)20<:>cos77xcos§20 ....................................................................................................... 1p

Problema 4.

. . T . [ x+1
Se considera functia f:(—o0,0]—>|-=,= |, f(x)=arcsin| — |.
2 2 x—1
a) Aratati ca functia f este strict monotona.

b) Aratati ca functia f este inversabild si determinati inversa ei.

c) Aratati cd f (x—l)+f(%j > f71 (lj, pentru orice xe€ (—o0,—1).
x+ x

SOLUTIE:
a) 2p, din care:

+1
g (x) = x_l este functie strict descrescatoare pe (—oo, 0] ....................................................................... Ip
X—

arcsin este strict crescatoare, deci f este StriCt deSCIESCALOATE ....cuvveeruvreerieeeriieeiieeeeireeeieeeeieeeeiee e Ip

b) 2p, din care:



f strict MONOtONA, dECT INJECTIVA .....vveerurieiriiieiiiieeeitee et ettt e ettt e st e e st e ettt e e sabeeebbeesbbeesabteesabeessaseesanneeen Ip

- 1+si
Araticd f surjectivd si determina f~' :[—z,zj—%—w,O], fF(x)=- e Ip
2 2 I—sinx
¢) 3p, din care:
f(x)+f(lj =0, PENLIU OTICE X € (00, —1) couruiiriieiircieiiieieieieiseet ettt Ip
x

1 1 1 1) . N <

x—l<x= f(x=1)> f(x), —<—= f| ——|> f| — | si adunind termen cu termen rezulta
x+1 x x+1 X
1
D ) I [ O USRS 1
f( ) f(x+1j p
/s —f,fje(—m,o]:f‘l(ljso ................................................................................................. Ip
2 2 X

Nota: Orice alta rezolvare corecta va fi punctata corespunzator.
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Problema 1.
Un mobil M se misca in planul xOy astfel incat, in fiecare moment >0, coordonatele sale sunt

x=x(t)=1+3cost, y=y(t)=—2+3sint . La momentul >0 , vectorul vitezi v este dat de

v(r)=x"(r)-i+y'(¢)-j -
a) Demonstrati ca punctul M se misca pe un cerc.
b) Ardtati ca, pe Intreaga duratd a miscarii, vectorul viteza are acelasi modul.

SOLUTIE:

a) Consideram punctul A(1,—2); deoarece AM* =(x,, —x,) +(v, —v,) =9(cos’r+sin’¢)=9, V1 >0,
punctul M se afla, in orice moment, pe cercul de centru A §11aza 3. ........ccovviiieriiiiiiiieeiieesieeeeieee e ees 3P
b) Vectorul vitezd este V(1) =—3SINt-T+3C0ST] . coovverererreeeiieieeeieee e e 2p
Modulul vitezei este M:\/(—3sint)2+(3cost)2 =3,VE20. i 2D
Problema 2.

log, 56 3

0 I 7). Pentru fiecare numadr natural nenul n, notdim cu S, suma
0og,

Se considera matricea A :(

elementelor matricei A”.
a) Demonstrati ca S, = 2log} 56, oricare ar fi numarul natural nenul 7.

b) Determinati numerele naturale nenule n pentru care S, <2019.

SOLUTIE:
logh 56 log) 56—1log’ 7
a) Se arati, prin inductie, ci A" = 0% 08> 08> si, de aici, cerinta problemei. ............... 3p
0 log} 7
b) Pentru n<3,avemcd S, < S, =2log) 56 <2102, 64=2-6" <2019 ...ooiirriiiiiiiiniiiiiieiee e 2p

Observam ca log, 7 > 2,75(<:> 7>2°7 <7 > 2“) , prin urmare log, 56 >5,75.

Rezultd cd S, =2-log; 56 >2-5,75" > 2019, asadar numerele cautate sunt {1,2,3}. ..............c..ooee. 2p



Problema 3.

2 —
Se considera functia f:[-2,0) > R, f(x)= a - 1-\/x+2 )
X

a) Aratati ca functia f are doud puncte de extrem local.
b) Demonstrati ca oricare ar fi me (—00,0) , €xistd un unic x, € (—1,0) pentru care f (xm) =m.

SOLUTIE:
a) Functia f este derivabild pe (—2,0) si f’(x)= ﬂ,Vxe (-2,0), unde g(x)=x"+3x+8.

20Vx+2
Cum g’(x)=3x>+3>0,Vx, iar g(-2)-g(-1)=(-6)-4<0, rezultd cd existd unic x,€(-2,—1) cu
g(x)<0,Vxe (-2,x,).8(x)=0,g(x)>0,Vxe (x,,0). Semnul lui f” este invers semnului lui g, prin
urmare f este strict crescatoare pe (—2,x0) si strict descrescatoare pe (xO,O). P PPRRPPPPNG § o

Functia f are doua puncte de extrem local: —2 este punct de minim, iar x, este punct de
105 00 0 OO Ip
b) Functia f este continud pe (—1,0) si h\ml f(x)=0, li}lg f(x)=—c, de unde existenta unei solutii

X, € (—1,0) aecuatiel f(X) = . coouiiiiiiiii i e, 2p
Unicitatea solutiei rezulta din faptul ca f este strict descrescatoare pe (—1,0). ......c.ooveeiiiiiieennnn 1p
Problema 4.

Spunem cd matricele A, B,C e M;(C) au proprietatea (P) dacd A>=BC,B*=CA si C* = AB.

a) Dacd matricele A, B,C au proprietatea (P), aritati cd A’ =B’ =C".

b) Demonstrati cd exista o infinitate de triplete de matrice distincte doud cate doud, cu toate elementele
reale, care au proprietatea (P).

c) Demonstrati ca existd o infinitate de triplete de matrice distincte doua cate doud, avand toate elementele
numere complexe nereale, care au proprietatea (P).

SOLUTIE:
a)Avemci A’=A-A’=A-BC=AB-C=C>-C=C" sianaloagele. ......................cvvvveveveveeee.... 3P
0 0 a 0 0 b 0 0 ¢
b) De exemplu, ludim A={0 0 O[,B=[{0 0O O0[,C=|{0 O O], unde a, b, ¢ sunt numere reale
0 0 O 0 0O 0 0O
distincte dOUA CAE dOUA. .....uuiintt ittt ettt et et et et et e e et e et e e e 2p
a ai ai
c) De exemplu, ludim A=|ai ai ai|,ae R", B=€A si C=¢"A, unde 8=—%+i§. SRR o)
a ai ai

Notda: Orice alta rezolvare corectd va fi punctata corespunzator.
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Clasa a XII -a

Problema 1.
Viteza v(r) a sangelui care curge printr-un vas sangvin de raza R si lungime / la distantd r fatd de axa

centrala(a vasului sangvin privit ca un cilindru) este data de expresia v(r):%(Rz —rz), unde P este
n

diferenta dintre presiunile de la capetele vasului iar 7 este vascozitatea sangelui.

R
L. . 1 n . . .
a) Determinati viteza medie v,, = = f v(r)dr a singelui de-a lungul intervalului [0,R].
0
b) Determinati raportul dintre viteza maxima a sangelui, v, i v

m

SOLUTIE:
R R R 2
a)v, l‘/‘L(Rz—rz)dr:l-i- szdr—frzdr e 3p
0 4nl R 4nl 0 0 6nl
2
b) v, = DR e e e ee e e e ee et ettt ettt 3p
4nl

v 3
o tirtieterteseeerte et et e et e bestaebesr e e e e et e e et et e b e e e Rt e Rt e Rt et e e et e s e beebesRe e Rt e Rt et e aebesteeseeresrtertertantans 1

v, 2 |y
Problema 2.
Se considera un polinom f €Z[X].
a) Demonstrati ca (f(a)— f(b)):(a—b),(V)a,b € Z.
b) Dacd £(2018) =2019%8si £(2019)=2019?°"? | demonstrati ci f nu are radicini intregi.
SOLUTIE:
Q) f =, X" 4 Ay (X" A QXA Ay Gy 7 0 ot Ip
Justificare (£ (@) — f(D)):(@—D0), (V) @D € L coovuuiiciiiiiiiiiiiiccicc s Ip
b) Presupunem prin reducere la absurd ca exista x, € Z, astfel InCat f(xy) =0....ccccevvirviiiiiiiiniininnnnns Ip
Din subpunctul a) (£ (2018) — £ (xy)):(2018 — x, ), adicd 2019*°'®:(2018 — x, ).
(£(2019) = £ (x9)):(2019 — x ) adicd 20197775(2019 = Xp ). coevvvermrrrerrrerreirereeereeeeessesessesseseessesessees e 2p
2018 — x;, 2019 — x, sunt doud numere consecutive, asadar unul dintre ele este par............c.cccceeeveeinens Ip

Cum 20192°'8 20192°1% sunt impare, conchidem ci fnu are radacini INtregi............ocoeveveeveveeeeevereenenann. Ip



Problema 3.
Se considerid o functie continuid f:R — R". Verificati daci existd primitive F ale functiei f , cu

proprietatea cd F(x)-F(1—x)=F (xz).

SOLUTIE:

F'(x)-F(1—x)— F(x)F'(1—x) = 2xF'(x2) .......................................................................... 3p
Cum F'(x)= f(x), avem ci f(x)- F(1—x)— F(x) f(1—x)= 2xf(x2) .......................................................... 1p
Pentru x =0, obtinem ¢ £(0): F(1)— £(1): F(0) =0 rvurorveeereeeereereseeseseeessseesseseessesesessessessesessssesssessseeeee 1p
Pentru x=1, obtinem ca f(1)- F(0) = f(0): F(1) =2 (1) eereenieeieieeeeeee ettt Ip
Obtinem €a f(1) =0 (CONITAAICEIE) ... eeeruuiiiriieeiie ittt ettt ettt e e et e e st eesabeeesabeesabeesabeesseeeas Ip

Problema 4. Se considera functia f:[0,00) — R, f(x) =(— P! [x—2-\§]—1]+1. (Am notat cu [a] partea

intreaga a numarului real a).
a) Demonstrati ca f(x+2)= f(x),(V)x€[0,00).
2018

b) Calculati f f(x)dx si f f(x)dx.

SOLUTIE:
a)
_ (et X+2] ] _ [x][ X ] ] _
fx+2)==DH x42-2. —I|H = D 2 =2 S = =
................................... 2p
—(—1)[”[x+Z—2-[§]—Z ]+1—f(x)
2
b) f FUINX =1 e e e e e e e st e e sees et eee e s et ee e e s es e e e e e eeeeeeee e e s erene e 2p
2018 2018
f F0)dx= f Fx)dx+ f N Ip
2016
2018
Din faptul ca functia f este periodica de perioadd T =2, obtinem ca f F()dx =1000. .....cccevvviiiiinnnnns 2p
0

Nota: Orice alta rezolvare corecta va fi punctata corespunzator.



