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Clasa a IX -a
Problema 1.
Considerand ecuatia 2xy—4x+5y—-2029=0, x,ye R, se cere:

a) Sa de determine o solutie (x;y) a ecuatiei, cu x si y numere naturale.
b) Sa se arate ca ecuatia are un numar finit de solutii (x; y) ,Cu x si y numere intregi.

¢) Sase demonstreze cd ecuatia data are o infinitate de solutii (x; ), cu x si y numere reale irationale.

SOLUTIE:
Ecuatia se poate scrie in forma (2x+5)(y—2)=2019 sau y = 4x2+—20529 .......................................... 2p
X+
a) Deexemplu, y—2=1, 2x+5=2019 = (x;»)=(1007;3) verific ecuatia .............cccocooererurruuenn. 2p
b) Daca x, yeZ si (x;y) verifica ecuatia, atunci (2x+5) si (y—2) sunt numere intregi si totodata
sunt printre divizorii intregi ai lui 2019, deci ecuatia are numar finit de solutii. .........ccccceeveirniennnn. Ip
2019

c) Putem considera alegerea 2x+5 = a2 st y—2=
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ClasaalX-a

Problema 2.
Un gradinar are o gradina in care a plantat parcele cu tufe de trandafiri. Intr-o zi el are de realizat un aranjament floral

din trandafiri. Pentru aceasta, el taie un trandafir din prima parcela, doi din a doua parceld si incepand cu a treia parcela
taie de fiecare datd un numar de trandafiri egal cu totalul numarului de trandafiri tdiati din parcelele anterioare,
continuand astfel pand la ultima parcela. Notdnd a, numarul trandafirilor taiati din parcela cu numarul » € N*, se cere:

a) Aratati ca sirul (a,)  este progresie geometrica.
b) Determinati numdrul minim de flori pe care trebuie sa 1l aiba parcela cu numarul 8 in conditiile enuntate.
c) Determinati cate parcele cu tufe de trandafiri are gradinarul stiind ca pentru realizarea aranjamentului floral a

folosit 3072 trandafiri.

SOLUTIE:

a) a,=1,a,=2,a,,=a+a,+..4a, (V)B22 i 1Ip
a+a,+..+a,_ =a, (V)n=23 = a,,=2a,, (V)23 i, Ip
deci (an )n23 este progresie geometricd de ratie ¢ =2 siprimtermen @, =3 ....c.ccooviiriiiniiienienieeeen Ip

D) By S 90 ettt ettt ettt bttt sttt enea 2p

€) a,=3-2"", (V)23 i G40, 4.4, =3072 oo Ip

25 @, Z3072, 012 oo Ip
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ClasaalX -a

Problema 3.
a) Demonstrati inegalitatea a+b <Ja \/_ b< «/ a b e 0 +oo)

b) Considerand f:[2;10] >R, f(x)=+x-2++10-x, determinati multimea M ={x €[2;10]/ f(x) e N}.

SOLUTIE:
) VAHD SNAAND 5 QS 2VAD oo Ip
2p

Ja b <\[2(a+5) & (Va—VB) 20 ottt

b) Fiea=x-2,b=10-x, xe [2;10] si evident, avand a,b e [O;+ oo) , se verifica inegalitatea cerintei a)

0btinAnd astfel 242 S VX =2 F V10X S oo

F() €[ V24NN S F(X) €{314) s Ip
f(x)=3 = xﬂ:ﬂ ................................................................................................................. Ip
Ip
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ClasaalX-a
Problema 4.
In triunghiul 4BC , considerim punctul D e BC, cu C intre B si D incit CD =2BC , respectiv punctul E incat
3AE =CE . Daca F este intersectia dreptelor 4B si DE iar k =——, demonstrati urmatoarele afirmatii:
a) CA=24E;

- 30— 6k-1 —
b) BF = BA ;
) 2(1+k) +2(1+k) ’

1
c) k=—.
) 6

SOLUTIE:
a) 3AE=CA+ AE = 2AE =CA

............................................................................................................. 2p
e — 1 33— 1—

b) BE:BA+AE:BA+5CA=EBA—EBC ......................................................................................... lp

FD =220 = L (EB+BD) = | ~2BA+LBC |- Ip
ED k+1 k+1\ 2 2

BF = BD+ DF =~ Bt o8 L BC oo Ip

2(1+k) 2(1+k)
a) BE ) BA COLIIALL. ... veve oo e e e e e ee e e e s e e et e s e eee s esesseeseeeseesesseeeeeeeseeees Ip
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Problema 1.

30 4 3
Considerand x = M si y= 21g98+1g99

3
a) Numerele considerate, x si y, sunt reale irationale.

, demonstrati ca:

b) Partea intreagd a numarului x, notata [x] , este egala cu 2.

c) Se verifica ordinea x> y.

SOLUTIE:

2 x:w = (30) = (2004 10) ottt I

xeQ=..=> i/%e@, contradictie, deci X € R\NQ .oovoiriiiiiiiieie e Ip

= 2B 8 50 087100

o . . . m . [ m n n
Dacid y € Q, evident y# 0 si putem scrie y =— , cu m,n € N*, fractie ireductibild, = 10’" =98> .99" =

n
= 99":10, contradictie, deci ¥ € R\Q ..o.oovivioiiiiieiicieeeee ettt Ip
D) X3 22 Ip
si totodata x<2'3+3=3,deci (] 2 2 e 1p
c) y:21g98+1g99<2'2+2:2§iaV€1nd X323 Y TD XD P ettt Ip

3 3
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ClasaaX-a

Problema 2.
Trei localitati A, B si C sunt reprezentate pe un sistem cartezian ortogonal x(Oy , unde axele de coordonate reprezinta

doua autostrazi. Localitatea A4 este la distanta de 10km de Oy si 20km de Ox si notdm aceasta prin A(10;20). La fel,
avem B(70; 40) , C (10;— 20) iar N (30; 0) este un punct pe autostrada Ox unde este amplasata o statie PECO. Se cere:

a) Demonstrati ca punctele B, C si N sunt coliniare si calculati distanta dintre localitédtile B si C.
b) Considerand un punct P € Ox legat de localitatile 4 si B prin doud drumuri, aratati cd suma lungimilor celor

doud drumuri este cel putin egald cu 6072 km .
¢) Considerand functia /=R >R, f(x)= Jx? —20x +500 ++/x> —140x + 6500 , ardtati ci existd un unic punct

x, € R care verifica f(x)> f(x,), (V) xeR sideterminati m= f(x,).

SOLUTIE:
Q) My =1, My =1 e et lp
My, =My, = PUNCEE COLMIATE ...c.oouiiiiiiiiiiiiiiiiieiiicie ettt Ip
BC = 60N2 oottt e e s e s 1p
b) Suma lungimilor celor doud drumuri care leaga P de A4 si B este cel putin egald cu AP+ PB,
dar AP+ PB=CP+PB 2 BC =6082 .oooeoeeeeeeeeeeceoeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeseeeeeess s eseseeses s ses e seseee e s seseeen 2p
&) f(x)=y(10-x)’ +20° +(x=70) +40* = AP+ PB > BC, cu egalitate numai cind P= N ......... Ip
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Problema 3.
Fie functia f:C—C, f(z)=2z+z.Se cere:
a) Calculati f(2+3i).

b) Determinati z € C care verificd f(z)=6-i.

¢) Calculati (fofo..of)(1-i).

2019de f
d) Demonstrati ca functia f este inversabila siare inversa f™:C—>C, f7'(z)= 223_2
SOLUTIE:
8) S (2430) 2o S 643l e Ip
D) f(2) =610 © e © ZZ 270 e Ip
o) f(1=i)=3=i, (fof)1=i)=f(S(1=))=F(B=i) =9 =i sorrrrrrrrreccririssssseseerees v Ip
(oS 0uo fY1mi) =3 =i oo Ip
\——ﬂ/——/
2019de f
) f SUIJECTIVA ittt ettt ettt et e at e ese e st e et e eatesaeenteeatesseenbessbe st ens e st enseentesseasseeneenseas Ip
JANJEOTIVA .eiiiiiitieieeiie ettt ettt ettt e et e e e e e st e e st ea b e e tesaeeabees e st e st e bt et e enteeheeeteenteeneeeaeeneenaeenne Ip
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ClasaaX-a

Problema 4.
Daca A4 este o multime cu 5 elemente, demonstrati ca:

a) Numarul submultimilor multimii 4 este 32.
b) Exista 243 perechi ordonate de multimi (X;Y) cu XUY =4.

c¢) Dacda X #Y, X,Y < 4, sunt doud submultimi nevide din A4, aratati ca probabilitateaca XY = A4 este p = ETR

SOLUTIE:
a) n=card(4)=5 = numarul submultimilor multimii 4 este 2" =2" =32

b) Considerand o oarecare pereche ordonata de multimi (X ;Y ) cu XUY =4, lafiecare x e 4 vom avea exact una
din cele trei posibilitati de apartenentd x e (X \Y), x€(XNY), x€(Y\X) oo,

= existd 3’ =243 perechi ordonate de multimi (X;Y), cu X UY = A oo,
¢) Daca (X ;Y ) ,cu X #Y sunt doud submultimi nevide din 4 sicu X UY = 4, ele se pot alege in 3° —3 =240

Xc A, X+ sepoate alege in 2° —1=31 moduri (X # &) iar Y < 4 se poate alege in 2° —2 =30 moduri

(Y#O;Y# X) = sunt (25 —1)(25 —2) =31-30 cazuri total POSIDILE ........ccoeveveeeeerieierereeeeeeeeeeee e
240 8

= = =
P 31-30 31
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Clasa a XI -a

Problema 1.
Fie f:(2;+©)—>R f(x)=\/x2—2x+2§/x -3x* +ax"+b,cu a,beR si neN incat lim f(x)=0. Se cere

a) Calculati lim(\S/x3 -3x’ —x).

X—>0

b) Demonstratica n=1 si a =-3.
c) Determinati valoarea lui b .

SOLUTIE:
a) lim(il -3x7 —x) ............................................................................................................................. 2p
b) hmf(x —hmx(‘fl——+2‘/1——+ax +—} ....................................................................................... Ip
I S PRRRPRRRt Ip
pentru n=1 = lim f(x)=0(3+a) = conditia de limita finitd obligd a=—3 .......ccccoeoveririricrnns Ip
¢) lim f( )—hm[(\/x —2x—x)+2(\/x3—3x —x)+b}——3+b .............................................................. 1Ip
Ip
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Clasa a XI -a

Problema 2.

o . ) o 32019
Consideram multimea M :{X eM,(R)/X*=X } si matricea A= 0

J . Demonstrati afirmatiile:

a) AeM.
b) Multimea M are o infinitate de elemente.
c) [, este singura matrice inversabild din M .

d) Matricea 4 nu poate fi scrisd ca suma finitd de matrice din M .

SOLUTIE:
Q) A’ F A, AECT A @ M oottt ettt ettt Ip
a’+bc=a
' a b b(a+d)=b
b) Fie X = LU X7 = X o5 e Ip
c d c(a+d)=c
be+d*=d
0 0 1 0
at+td#1 = X = sau X =
0 0 0 1
a b 5 . e
a+d=1 = X= | = a—a =bc = multimea M are o infinitate de elemente ........................ 2p
¢ l-a
c) Fie X eM inversabili = X' X* =1, = (X" X)X =L, > X =1, cccccooooooviiiiirirircricccccccccccccccccen 1p
a b - n n
d) Fie A=A +4,+..+4, cu Ak:[ ! dk]eM, kelin,neN* >3=>a,, ~4=>"d, .cccceevuuu. 1p
G Gy k=1 =l

= -1= Zn:(ak +d, ) fals, deoarece (a, +d, ) € {05152} ..o 1p
k=1
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Clasa a XI -a

Problema 3.
Fie f:R—>R, f(x)=(x—1)(x—2)(x-3)(x—4). Se cere:
(

a) Calculati lim(f—x)] .

X—>0 4

b) Calculati '(3).

.....

SOLUTIE:
o 12 (1] (2] (1-2) (4] 2 .
b) f'(3):£i£131%:£i£r31(x—l)(x—2)(x—4):—2 ..................................................................... 2

Cc) Apicind teorema lui Rolle functiei f pe intervalele [1;2], [2;3], [3;4] =
= existd ¢, €(1;2), ¢, €(2:3) si ¢, €(3:4) cu f'(¢,)=f"(¢,)=f"(¢;) =0, deci f'(x)=0 are exact trei
radacini reale, ele fiind punctele Rolle mentionate..............ooiiiiiiiiiiiieiie e 2p
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Clasaa XI-a

Problema 4.
O placd metalica a unui angrenaj are forma de triunghi dreptunghic 4BC, cu catetele AB =24cm si AC =18cm iar pe

ea culiseaza un varf ¥ care, prin intermediul unui senzor, masoard spontan ariile 4(VAB), A(VAC) si A(VBC).
Varful V', de fiecare datd cand constatd egale doud din cele trei arii, se deplaseaza asfel incat pastraza egalitatea si
deplasarea are loc pana cand se obtine egalitate la toate trei ariile. Un program de calculator aratd reprezentarea placii pe
un reper cartezian ortogonal (xOy), prin punctele 4(0;0), B(24;0), C(0;18) si varful mobil V' (x;y) ale carui
coordonate sunt afisate in functie de pozitia lui pe placa.

a) Justificati 4(VAB)=A(VAC) cand V' este in pozitia D a mijlocului ipotenuzei triunghiului ABC.

b) Arétati cd din pozitia D varful V' va descrie o dreapta si determinati ecuatia ei pe reperul calculatorului.

¢) Determinati coordonatele varfului ¥ la momentul in care calculatorul afiseaza A(VAB)= A(VAC)= A(VBC).

SOLUTIE:

Demonstreaza, fie analitic, fie sintetic:
) A(DAB) = A(DAC) ..o 2p
b) Punctul V' descrie dreapta suport @ MEdianei AD ........cccoovieiiieeiiieiiiieeiieesie e e eieesree s teeesaaeesreessaeesaeeesraeeeenes 3p

c¢) Cand A(VAB)=A(VAC)=A(VBC), V este in pozitia G(8;6) a centrului de greutate a triunghiului ABC ....2p
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Clasa a XII —a

Problema 1.
O placa metalica a unui angrenaj, reprezentata intr-un reper cartezian ortogonal (xOy) , este delimitata de graficul

functiei f:[0;1] >R, f(x)=x"+p,cu pe(0;+x),axele de coordonate si dreapta de ecuatie x =1. Determinati:
a) Aria suprafetei placii.
. 2 . e .
b) Pentru ce valoare p e (0;+ oo) dreapta de ecuatie x = 3 imparte placa in douad parti de arii egale.

c) Valorile p pentru care volumul corpului obtinut prin rotatia graficului functiei f n jurul axei Ox este cel putin

egal cu 287
8 15
SOLUTIE:
1
a) Azj(x2+p)dx .......................................................................................................................................... Ip
0
3p+1
A o o et ettt s he et h e et h e b ettt bt et s be b b e en bt ne e e Rt et et e ebeeneenaeae 1
3 p
b) Fie A si A, ariile celor doud suprafete. Dacd A4 = 4,,atunci A =—A ..ccccovviniiiiviniiiiiiiincieeceine Ip
2
h 8+54p
A = (X7 4 D)X = ettt 1
1 !( ) < p
11
et eeteteet oot eeteeteeteteteeteeteateabe et eateeue et et e beeat et ebeeh e et et e ehe et e beeue et eabeehe et e be b eebe et eebe st et e bese et eaee 1
P 7 p
‘ 1
c) V:ﬂ.[fz(x)dx:ﬁ(szr—ergj ........................................................................................................... Ip
0
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Clasa a XII -a
Problema 2.
Fie familia F de multimi M , definitd prin F ={M /M = C*, M =@, (V)x, ye M =>x-yeM}.
a) Verificati cda M ={-1;1; —i; i} este multime a familiei F .

b) Dacdi M eF si z=1+ieM ,calculati z* si deduceti ci in acest caz M contine o infinitate de elemente.

¢) Demonstrati ca dacd o multime M € F' are un numar finit de elemente si z € M , atunci existd ne N* cu z" =1.
d) Aratati ca pentru fiecare n € N* exisda M € F' cu exact n elemente.

SOLUTIE:
8) Verificd M ={—1;1; =i} [} € F oeioieeeeeeee e Ip
D) Z 21T @M =5 28 =~ oottt Ip
@ Moo Ip
(-4) eM,(V)neN = daca M € F si z=1+ieM atunci M contine o infinitate de elemente ........... Ip
c) Fie M eF cuexact ke N* deelementesi zeM = z#0 si z, z°, .., 2, 2" €M i Ip
Sexistii<jcuz =z/ =z =1 D existain=7—F€N* CU 2" =1 .ioiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip

d) M={zeC/z' =1}eF
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Clasa a XII -a
Problema 3.
Fie matricea 4 = G U si multimea G = {X(a) eM,(R)/ X (a)=1,+ad,a> —%} . Se cere:

a) Aratati ca inmultirea matricelor este lege de compozitie pe G .
b) Demonstrati ¢ (G; -) este grup abelian.

¢) Demonstrati ca functia /:G >R, f(X (a)) =1In(2a+1) este izomorfism intre grupurile (G; -) si (R; +).

d) Calculati X(lj-x(ij-x(i}...-x(zn_lj, neN*,
2 2 2 2

SOLUTIE:
a) A'=24 = X(a) X (D) =X (AHD42AD) .ovioiiiriecisiiceiiceeeeee e lp
si a+b+2ab> —% & 4ab+2a+2b+1>0 < (2a+1)(2b+1)>0 care se Verifica .................... Ip
b) Comutativitate, asociativitate, element neutru /, = X (0) E G s Ip
Fiecare X (a)e G este simetrizabil, cu simetricul X'(a)=X (1 ;;aj L Ip
) S(X(@))=10(2a+1) DHECHVA w..ovvveeveeeeeeieeeeceeeeeeeeesssssssssss e Ip
si f(X (@) X(5))=F(X(@)F S (X (D)) coorrrrrrrrermrreereerererrvemeemmmmmmmmmsssssssssssssssssssssessseeeeeeeeeeveeeeee Ip

o (B A )
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Clasa a XII -a

Problema 4.
Pentru fiecare / € R considerdm ecuatia x’ +x—¢=0. Se cere:

a) Aratati ca ecuatia are o singura solutie reald, pe care o notam x(t).

b) Determinati x(0) si x(2).

2
c¢) Calculati Ix(t)dt.
0
SOLUTIE:
B) X, A XS X, =i =2 K 0 oA e s 2p
= ecuatia are 0 SINGUIA SOIULIC TEAIA ........oeuieiieeie ettt et e e s e e saeeenenns Ip
b) t=0 = x’+x=0 :>x(0)=0 ............................................................................................................... Ip
t=2 = X’ +x-2=0 :>x(2)=1 .......................................................................................................... Ip
c) Cusubstitutia t=u’ +u, X’ +x—u’'-u=0 = x(u3 +u):u ................................................................ Ip
5 Ip
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