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Subiectul 1.
In multimea M, (R) se considera matricele A = (Ccl b) sily, = (1 0)_

d 0 1
a) Aritati ci tr(42%) = tr2(A) — 2 det (4).
b) Demonstrati ci dacd A # +I,, atunci A2 = I, daci si numai daci tr(4) = 0 si det(4) = —1.

SOLUTIE:
a) A2 = <a2 + bc b(;1+d)>
c(a+d) d*“+bc
tr(A2) =a?+d?+2bc=(a+d)?>—2(ad —bc) = tr2(A) —2det (A) ....coovvieeiiiiiiiiiiiie 1p
b) =>:Dind%2 =L obtinemc(@a+d) = b(@+d) =0 ..coomiiiiiii e 1p
Cazul 1:
a’? 0
0 d?
sau—1,decia=1,d =—-1saua=-1,d=1liartr(A) =0sidet(A) = =1 ..ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiniiinnnn. 1p
Cazul 2:

Pentru b = ¢ = 0, avem A% = ( ) =1, = a? = d? = 1. Deoarece A # +I,, a si d nu pot fi simultan 1

a® + bc 0
0 a® + bc

det(A) = |(C1 —ba| =—a?—bc=—-1 sitr(A)=a+d=0 ..ccooeiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 1p

Dacéa+d=0:od=—a,deciA2=( ):12=>a2+bc=1=>

<:Dina+d=0siad —bc=—1obtinemd = —a,decia®? + bc=d? +bc=1.....cc.ccoveiiviiiin. 1p

2
. o _f(a“ +bc bla+d)\ 1 b-0y_/1 0\_
Peet 4 _<C(a+d) d? + bc _(c-O 1)_(0 1)‘12'
a

Jardind = —a = A:(c

_ba) e 1p



Subiectul 2.
La o ord de matematica profesorul alege o matrice A € M, (R) astfel incat A2 = I,. Trei elevi aleg fiecare céte o

matrice X, Y respectiv Z din M, (R) astfel incat acestea sa verifice relatiile (R) X =Y +Z;YA=Y;ZA = —Z.
a) Ardtati ca matricele Ysi Z,unde Y = %(X +XA) si Z = %(X — XA) verifica relatiile (R);

b) Verificati daca, dupa ce profesorul si primul elev au ales matricile 4 respectiv X, urmatorii 2 elevi pot alege si

alte matrici Y si Z in afara de cele precizate la punctul a).

SOLUTIE:

a) Verifici Y +2Z=3(X+XA)+5(X —XA) = (X +XA+X —XA)=2-2X =X ..o 1p
Verifica YA = %(X +XAA = %(XA +XA?) = %(XA +X-1) = %(XA FX) =Y oo 1
Verifici ZA =§(X—XA)A =§(XA — XA?) =§(XA —X-1,) =§(XA -X) = —%(X—XA) = =7 e 1p

b) Pentru 4, X fixate , considerdm perechea de matrici Y’ si Z' din M, (R), care sa verifice relatiile (R) , deci
avemX =Y ' +Z' (1), Y A=Y (2);Z'A = —Z" (3) it 1p

Avem, de asemenea: X =Y +Z (1');YA=Y (2'); ZA=—Z (3') (YsiZ fiind matricile de la a)) .
Din(1)si(1’) deduce Y+Z =Y'+Z7Z' @Y -Y' =2'-ZY-Y' =—(Z-2Z2") (¥

Din (2)si(2’) deduce YA-Y'A=Y-Y o ¥ -Y)A=Y-Y = (conf (*))=—(Z—Z") ccccn... 1p
Inmultim cu 4, la dreapta, relatia obtinuti vom gsi:

®3).(3")
(YA-Y'ADA=-Z-ZINA= (Y -YNA-A=-ZA+7'A= (Y -Y)A =—-ZA+7'A S
(Y =Y") L =Z =7 Y =Y = Z = Z (55%) oo 1p
Din (x) si (xx) deduceY —Y' =0, si Z—Z"'=0, deciY =Y’ si Z = Z' adica elevii pot alege
doar matricile Y si Z precizate la punctul a) dacd matricile 4 si X au fost fixate.........ccoovveeeorcnerireene. 1p
Subiectul 3.
Se considerd functia f: R - R, f(x) = ;;le
a) Aratatica f'(x)vVx?+1= z;i;c, pentru orice numar real x.

b) Determinati abscisa punctului situat pe graficul functiei f, in care tangenta la graficul functiei f este
perpendiculara pe axa Oy.
¢) Determinati imaginea functiei f.

SOLUTIE:
rrn . 2-3x
a) f'(x)= P TETN cr TT  S R SR S SR SRR PSS 1p
20T 1 72 P 1p
b) Tangenta la graficul functiei f in punctul (a, f(a)) este perpendiculard pe axa 0y < f'(a) = 0..ccveveevrenen e 1p
2 m B = 0 @ = 2 e 1p
! 2 1 . 2 . o 2
o) fl)y=0ex= 3 ; f'(x) = 0, pentru orice x € (_OO;E] deci f este crescdtoare pe (_OO;E];
f'(x) < 0, pentru orice x € E +00),decif este descrescatoare pe (—w;é] ................................... 1p
f continuape R, lim f(x)= -2, lir+n FlX) = 2 e 1p
X—>—00 X—>+00

flo) < f(g); f(g) = 1/13; deci obtinem Imf = (—=2,V13 | .ccoooiiiiiiiiiii 1p



Subiectul 4.
La fiecare moment t > 0 (exprimat in ore), volumul de apd (misurat in m?) cu care o instalatie alimenteazi un

bazin este exprimat prin legea C(t) =2(t+1) +In(t +1) —2vt + 1.
Pentru a functiona la parametri optimi, instalatia este prevazutd cu un senzor care opreste alimentarea bazinului atunci cand
debitul apei atinge valoarea sa minima. Se stie ci ci debitul apei este dat de functia D(t) = C’(t)(m3/ord).

a) Sa se determine debitul apei la momentul ¢ = 15 minute al functiondrii instalatiei.

b) Si se stabileascd momentul la care senzorul opreste alimentarea bazinuluiui si debitul apei in acel moment.

SOLUTIE:

a) D) =C'() = (2t+2+In(t+1)—2VE+1) =2+$—\/% ......................................................................... 1p

La momentul t = 15min = % ore, debitul va fi D(%) Z1,90 2/ OFQ oot eeen 1p

reey (ALY 1Y 1 _t+1-2vt+1
b) D'(t) = (m) (_m) = i BEITER = BT 1p
Senzorul opreste instalatia la debit minim adica la un punct de minim al functiei D(t).

Pentru aflarea acestuia rezolvam ecuatia D'(t) = 0$i gasim £ +1 =21 +1 =0 cooooeriieieeeiceceeeeeceeeeeee e, 1p
Intocmeste tabelul de variatie al functiei (sau precizeaza intervalele de MONOLONIE ).........ov.vvvevereeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 1p
Obtine t = 3 ore punct de minim, deci este momentul cand senzorul va opri instalatia ...........cecceeeverininnenenenenene. 1p

La acel moment debitul atinsese valoarea D(3) :% ........................................................................................................ 1p



