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Subiectul 1.
Se considerd matricele 4,B €M, (C) satisfacand conditiile A+B=1, si 4’ = 4.
a) Arataticd AB=BA.
b) Aratati cd 4’ + B’ =(A+iB)(A-iB)si det(4’ +B")20.
¢) Aratati ca rangul matricei A4+ B este egal cu n.
d) Aridtati cd A°B*> =0, si demonstrati cd matricea I, + AB este inversabild. Calculati inversa acestei matrice.

SOLUTIE:
a) Cum A+B=1,= A+ AB=Asi A"+ BA=A.S€0btNE AB = BA ..ccoccrvvrrvrrurrrrererereeieireiesnseseee e 1p
b) (A+iB)(A—iB)= A* —iAB+iBA+B> = (CoNf a)A* + B wooovoooeeeiiiicrrrreeeeessssssessese s Ip
Se obtine det(A4” +B*)=det[ (4 +iB)(A4-iB)]=det(A+iB)-det(A~iB)=
=det(A+iB)-det(A+iB) =|det(A+iB) 20 vttt Ip
¢) Cum A+B=1 avem det(A+B)=1#0=>rang(A+B) =N ..o 2p
d) Cum A+B=1,=B=1,-A= B =1,-24+ 4’ = 4B =4 (I, -24+ 4 )=
S A2 A F A = A m2AP A AP = O, oo Ip

n

Se obtine (Z, + AB)(I, — AB) =1, — AB + AB— ABAB = (conf a)=1,— A’B" =1
Rezulta ca det(7, + AB)#0=> I, + AB este matrice inversabild si (1, + AB) ' =1, = AB cccooooeveveererrvvrrrvcrrceee 1p

Subiectul 2.

Sa se determine functia continud f :R — R care verifica relatia f(2x)— f(x)=x, oricare ar fi xeR.

SOLUTIE:
fnlocuind x cu 2 se obtine f(x)—f(fj e ettt et e s et rt ettt e aneaaaeaanenenaenn 1Ip
2 2) 2
5 . . x . . X x) x X X X .
Inlocuieste din no cu — si repeta procedeul. Se obtine —|=-fl=1==, ... f| — |- f| — |=— si aduna
e U E g B TEPER oS ’ f(zj f@ 4 f(z"*) f(z"j N
relatiile = £ (x)— f(ijzx(l+i+ +ij 2p
t Y S e
< X 1
Calculeazi f(x)—f(z—nj =x(l—?j ................................................................................................ Ip
Trece la limita 1n relatia f(x) =f(2)i j+x(1— 21”j ................................................................................ Ip
OBENE f(X) = f1(0)F X oo Ip

Finalizare f(x)=x+a,unde a=f(0)€R ..ccoooiiiiiiriiiieccieceee s Ip



Subiectul 3.
2x, —x, =1

o X 2%, —x, =2
a) Rezolvati sistemul de ecuatii cu necunoscutele x,,x,,x;,x, €R.

—X, +2x;,—x, =3

—x; +2x,=4
2x,—x, =1
=X, +2x,—x; =2
.. —X, +2x,—x, =3 ) .
b) Fie sistemul cu necunoscutele x,,x,, ...,x, eR, neN, n>3, si fie A, determinantul

matricei sistemului.

i) Arataticd A, =2A, _,—A,_,, neN, n>3.

i1) Demonstrati ca sistemul este compatibil determinat.
iii) Aflati x, si x, .

SOLUTIE:
a) det(4)=>5% 0= sistemul este compatibil determinat. Solutia S = {(4,7,8,6)} .................................................... Ip
2 -1 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 .. 0 0 O
b) i) A, = 0 -t 21 000 . Se dezvoltd A, dupa prima linie si se obtine
06 0 0 0..-1 2 -1
0 0 0 0.. 0 -1 2
-1 -1 0 0 00 0
0 2 -10..00 0
Ay=2A, (=1 (21 0000 2 0 i 000 0 [ 1p
0 0 0 0..0-12
Se foloseste dezvoltarea dupd prima coloana si se obtine A, =2A, _ —A, ,, neN, n>3 .. Ip
i) A=A, =A,_ —A, 5, n1>3=(A,)Progresie aritmetich ..........cc..wwueeerereereceisneeeneeeeereeereeeneseeeeenees Ip
A =2,r=1, A, =n+1#0,Vn>3=>sistemul este compatibil determinat ...............cccccocooviviniiiinniinnnnnn, Ip
§ L . . n(n+1)
iii) Se aduna ecuatiile sistemului si se obtine x, +x, = B Ip
inmul;ind prima ecuatie cu 1, a doua cu 2, a treia cu 3, ..., a n- a cu n si, adunandu-le, se obtine:

(2n—(n-1))x, =1* +2* +3* +..+n*, de unde rezultd ca x, :@ si x, :M ................................ Ip



Subiectul 4.
Doua mobile M,si M, se deplaseaza plecand in acelasi timp din acelasi punct. Distanta parcursd de cele doud mobile in

. . mt . . o o . .-
functie de timpul 7 este s, (1) =—————, m >0, respectiv s, (¢)=—¢* +5¢. Timpul este masurat in minute si distanta
t"—mt+m
in metri.
a) Determinati m stiind cd, dupa 3 minute, mobilul M se afld la distantd maxima fatd de punctul de plecare.

b) Pentru m =3, aratati ci cele doua mobile se intalnesc intr-un moment 7, €(4,5).
c) Pentru m =3, stabiliti momentul in care mobilul M, are acceleratie maxima in timpul deplasarii si determinati
viteza lui in acest moment.
SOLUTIE:
2 3
a) Cum s (3)=0si s, (1)= mi_tm et Ip
£ —mt+m’)
REZUILA 11 =3 oottt ettt ettt e b e et b e e st e st e e s st essaesseessasseasseess e et s ensae et seesbenssensaenseenssansen Ip
3t
b) 5(1)=5,(t) 5=t +5 =~ + 87 =241+ 42 =0 oo 1
) si(0)=s(1) 2 =3t+9 P
Fie f:[0,0) > R, f(t)=—t" +8¢* =241+ 42 continud pe [0,00). Cum f(4)>0, f(5)<Orezultd ca ecuatia
£ (¢)=0are cel putin o solutie in intervalul (4,5)si deci cele doud mobile se intalnesc in intervalul de timp (4,5).
................................................................................................................................................................................. Ip
c) v (t) = SI, (t), a, (t) = vl' (t) = s1" (t) .
31> +27 6t —162t+162
Vl(t Zﬁ, al(t)zﬁ ...................................................................................................... lp
(£ -3t+9) (£ -3t+9)
a'(t)= 187 + 9721 1944[ . Ecuatia @, (¢)=0are in intervalul (0,0)solutiile £, =3+/3 -3, £, = 6.
(£ -3t+9)
Cum g, este strict crescitoare pe [3\5 - 3,6} si strict descrescatoare pe intervalele [0,3\/5 - 3} si respectiv,
[6,00) avem a, (0)= %, a,(6)= % si rezultd cd 7, = 6 este punct de MAXIM .....c..eeereeeeerrerereriieiecieeeerer e 1p
Deci, la momentul # =6 minute, mobilul M, are acceleratie maxima, iar |v1 (6)| = ‘—l‘ =0,(1) m/$ oo, Ip



