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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
Clasa a XII —a — Sectiunea H2 — Specializarea Stiinte ale Naturii
Subiectul 1.
Intr-un reper cartezian, x0Oy, doud puncte A si B se numesc f — conectate dacd au coordonate intregi si exista
un polinom f € Z[X] astfel incat graficul functiei polinomiale f contine punctele A si B.
F)-f(a)
b-a

a) Daca f este un polinom cu coeficienti intregi si a, b € Z,a # b, aratati ca este numar intreg.

b) Consideram f = X3 — 2023X2 — 2024X + 1 si punctele A(—1,1) si B(0, 1). Aritati ci A si B sunt
f — conectate.
c) Aratati ca nu exista f € Z[X] astfel incat A(—2, 3) si B(3,—5) s fie f — conectate.
d) Gasiti un polinom f € Z[X] astfel incat punctele A(2023,2024) si B(2024,2023) sa fie f — conectate.
e) Fiea,b,c €Z, a <b < csipunctele A(a,b),B(b,c)si C(c,a). Aratati ca nu existd f € Z[X] astfel incat
punctele A si B sa fie f — conectate, iar punctul C sa fie pe graficul functiei f.

SOLUTIE:
a) Fie f(x) =apx™+ -+ a,_1x + a,. Cum% EZL=>
f(bz:];(a) =a, bz:zn +a, bn_;:zn_l + -+ anq Z:—Z ETZ e 2p
b) f(=1)=1,f(0) =1,f €Z[X] 2 concluzia ...........coiuiririiiiiiiii i Ip
¢) Prin absurd, dacd A, B sunt f — conectate = f(—2) =3si f(3) = -5 = % €EZ = _?8 EZfals =
o0y £ of A1 74 o 2p
d) Deexemplu f = —X 4 4047 o Ip
e) Dacdexistif €Z[X]cuf(a)=b; f(b)=c;f(c)=a ﬁ@:%e Z :>IZ—;ZE N* =
D—a=c—a=Db =, Mals. o s Ip
Subiectul 2.

La o editura pretul unei carti de matematica a fost modelat prin formula P(f) = (40 — | 01 f2(x)dx) lei unde f
este o functie din multimea M = {f: [0,1] » R, f continud si folf(x)dx =0; fol xf(x)dx = 1}.

a) Verificati daca functia f;: [0,1] = R, fy(x) = 12x — 6 este din multimea M. Calculati fol fE(x)dx.

b) Aritati cd M are o infinitate de elemente.

c) Demonstrati ci, pentru orice f € M avem f01 f2(x)dx = 24 f01 xf(x)dx — 12.

d) Pentru ce functie f € M pretul cartii este maxim si care este acesta?

SOLUTIE:
a) fo functie continuad si verifica conditiile CETULE ...........coiiiiuiiiitiii i Ip
J fE00dx =36 [[(2x = 1)%AX = 12 oottt Ip
b) Cautim f:[0,1] » R, f(x) = ax? + bx + c, deducem%+§+c = Osi%+§+§= 1 Ip
FOO=ax®+ (12— @)X + 228 [0 € R = CONCIUZIA «veovveereeeeeeee oo, Ip

6
c) Conform a) inegalitatea este echivalenti cu: fol f2(x)dx = 24 fol xf(x)dx — f01(12x —6)%dx. Cum

12 [ xf (x)dx = [, (12x — 6)f (x)dx, obtinem [ f2(x)dx > 2 [} (12x — 6)f (x)dx — [, (12x — 6)*dx
echivalent fol(f (%) — (12x — 6))2dx = 0, adeVATat  .....ooviiiiii i Ip

d) Dinc) f) 20X 2123 P(F) S 28 ooieiieieieei e Ip
Cum P(fy) = 28 = P(f) maxim = 28 lei pentru functia fi = .....oooviviviiiiiiiiiiieeeeeeeee Ip



Subiectul 3.

xy+/(x2-4)(y2-4)

Pentru x,y € G = [2,00) definim x * y = >

a) Aratati ca ,,*” este lege de compozitie pe G.
b) Verificati ca legea ,,*” admite element neutru.

¢) Demonstrati ca functia : [1,00) = [2,0), f(x) = x + % este bijectiva si f(x) * f(y) = f(xy), pentru orice

X,y € [1,00).
d) Aratati ca ,*” este asociativa.
2
¢) Calculati§, =2+ + s .+== neNn22.
SOLUTIE:
Q) Vx,yEG= (x> —4)(y?—4)=>0six*y=2=>xxy€G >concluzia  ................o.oeeoini., Ip
b) Xx*e=e*X=XVX 22, PENIUX = 2 = € = 2 ottt iee e e aaeaaans Ip
C=2DX* 2= 2% X =X, VX 2 2 € = 2 ot Ip
2_
o f'(x)= xle >0,Vx >1, f strict crescatoare pe [1,00) = f —injectiva, Im f = [2,00) = f surjectiva
e o) 1= A 1 Ip
o e B
fz(x)—4=(x—;) = f(x) = f(y) = - L =xy+ = fe)Vay 21 Ip

d) Fiex,y,zE[2,00):>Ela,b,ce[1,00)§ix=a+%,y=b+%,z=c+%:> (x*xy)*z=
[(a+§)*(b+%)]*(c+%)=(ab+al—b)*(c+%)=abc+$§i,1afel,x*(y*z)=abc+$... Ip

e) Sn=(2+%)*(3+§)*...*(n+%)=f(2)*f(3)*...*f(n)=f(2-3-...-n)=f(n!)=n!+%..lp

xy+\/(x2—4)(y2—4))2 4=

Noti: Asociativitatea rezulti direct observand ci (x * y)? — 4 = (

2
(x\/yz——4+ym>2$i (cxy)ez=x*(ysz)= xyz+2:[(22—4) (y2—4) +3,/ (x2—4) (22— 4) +2,/ (x2—4) (y2—4)
2 > 4 ’

Subiectul 4.
Fie f:R = R o functie continua si F: R — R o primitiva a sa care verificd conditia f(1 — x)F(x) + e = 0, pentru
oricex ER.

a) Aratati ca F are semn constant pe R.

b) Demonstrati c¢a functia g: R - R, g(x) = F(x)F(1 — x) este derivabild si g'(x) = 0 pentru orice x € R .
c) Aritati cd functia f:R - R, f(x) = el verifici cerintele problemei.
d) Determinati toate functiile f* care verifica conditiile date.

SOLUTIE:
a) F(x) #0,Vx € R, F continud, rezultd concluzia ........oiiiiiiiiiii e Ip
b) Inlocuindpexcul —x = FOOF(1=X) € =0 oottt Ip
Cum F este derivabild si F'(x) = f(x) rezultd ca g este derivabila sisi g'(x) = f(x)F(1 — x) —
LU = a0 F () = 0 e e Ip
¢) f(x)=el™*, considerim F(x) = —e'* si atunci f (1 — x)F(x) = e¥*(—el™) =—e .....ccccoeeee. 2p
d) Dinb) F(x)F(1 —x) = a,a € R pentru orice x € R si cum F are semn constant = a > 0. Deducem
F(1-x) = s siatunci f(x) s +e = O, VX ER = % = 2 deci In|F(x)| = —mx +n,
|F(x)| = e~™*tn, m=§>0, TLE R oo Ip

Dacd F(x) > 0,Vx € R = F(x) = e ™" deci f(x) = —me ™ *",vx € R, iar dacd F(x) < 0,Vx €
R = F(x) = —e ™ si f(x) = me ™™, vx € R.

Din conditia datd = meZ™M ™™ = @ i Ip
m+1 m+1

Avem solutiile: f:R » R, f(x) = —Vme ™ 2 sif:R> R, f(x) = yme ™" 2 .



