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Subiectul 1. Un teren are forma unui paralelogram. Acesta, reprezentat in reperul cartezian x0y, are varfurile in punctele
A(5,7), B(=7,12), C € Ox si D € 0y. Se stie ca unitatea de masura a reperului cartezian are lungimea egala cu 3m si ca
E (— %, 0) siF (0, %) sunt doua puncte interioare paralelogramului ABCD.

a) Sa se determine ecuatia dreptei CD.

b) Calculati suprafata terenului.

¢) Demonstrati ca oricare ar fi punctul M situat pe dreapta EF, suma distantelor de la punctul M la oricare doua
varfuri opuse ale paralelogramului ABCD este constanta.

SOLUTIE:
a)C €0x = C(a,0),a€eR
D €0y = D(0,b),b ER

Xg+Xc=Xp+Xp 5+a=-7+0 a=-12 C(—12,0)
ABCD paralelogram = {yA Yo = Vs +Vp s {7 F0=124b s { b= _c = {D(O,—S) ........................... 1p
X y 1 X y 1
Ecuatiadreptei CD: |[x¢ Ve 1|=0&(-12 0 1{=0S5x4+12y 4+ 60 =0 .ccocviiiriiiiireeeeceeees 1p
xp ¥yp 1 0 -5 1
b) ABCD paralelogram = Augep = 2 * Apapc
Xa ya 1 5 7 1
A=1Xpg Vg 1l =] =7 12 2] S1689. e 1p
Xc Yc 1 —-12 0 1
Apapc = % |A] = 1:;9 = Aupcp = 2 Apape = 169U% = Spopen = 169 (3m)? = 1521m2....cccvivviicre, 1p
x oy 1 —f19 vl
c) Ecuatia dreptei EF:|xz vy 1|=0e|7 9 1ll=0eo24x-10y+119=0
xp Yr 1 0 19
10
M(xpy,Vy) EEF = 24 -xy, —10-y,, + 119 =0 _ 24m+119 24m+119
Xy =m }:)yM_ o =>M(m, m ) ....................................... 1p

\
24m+119 2 676m?+1352m+4901
MA=\/(xM_xA)2+(yM_YA)2=\/(m_5)2+(”;—0_7) =\/ = 100m

1352m+4901

24m+119 2 676m2
MB =\/(XM—XB)2+(3’M_}’B)2 =\/(m+7)2+( ";'; _12) =\/ - +100

2 2 \
MC = \/(XM — xc)z T (yM — yc)z — \/(m + 12)2 + (241’7:—1(;119 _ 0) — 676m +81;(2)m+28561
_ = MC =MD =
24m+119 676m2+8112m+28561
MD = \[Geyy — %p)% + Y — ¥0)? =\/(m+0)2+(";—0+5) e J

S MA A MC = MB A MD oot 1p



3x+2y—-z=1
Subiectul 2. Se considera sistemul de ecuatii {mx +y + 2z =5, unde m este un parametru real.
2x+y—z=m
a) Determinati valorile lui m pentru care sistemul este compatibil determinat.
b) Pentrum € R\ {1} rezolvati sistemul de ecuatii.
C) Sa se afle valoarea minima a sumei xq + Y, + 2o, unde (xg, Vo ,Zo) este solutie a sistemului de ecuatii,

pentru m € (—oo, —1).

SOLUTIE:
a) sistemul este compatibil determinat < detA # 0, unde A este matricea asociata sistemului
OMATFEOD OMFE =T S MER /{1 oottt 1p

b) daca m = —1 sistemul este compatibil determinat (de tip Cramer)
calculeazd Ay= 5m + 2; A,= —m* —=5m —1; A,= —2m?* + 4m + 3

. . 5m+2 -m?-5m-1 —-2m?+4m+3
se obtine solutia S = {( , )} M FE =T e e e 2p
’ ’ m+1 m+1 m+1

Daca m = —1 sistemul este incompatibil.
c) calculeazad suma xy + yo + Zg Si asociazd functia

)

-3m?+4m+4

f.(—w,—l)ﬁR,f(m)—W ............................................................................................................... lp

S _ —3m?-6m _
calculeaza f'(m) = D2
rezolva ecuatia f'(m) = 0 = m; = 0 care nu se afla In domeniu, My = =2 ..o 1p
f este monoton strict descrescatoare pe (—oo, —2] si monoton strict crescitoare pe [—2, =1) ..cooeeiririreeenne. 1p
stabileste ca x = —2 este punct de minim iar f(—2) = 16 este valoarea minima a sumei x, + Y, + 2
................................................................................................................................................................................ 1p

) x24+mx+n x<-1
Subiectul 3. Fie functia f: R = R, f(x) =1 x3+2x243 o1 unde m,n € R.
— x —_—
x2+1 ' -

a) Determinati numerele reale m si n astfel incat functia f sa fi derivabila in x, = —1.

7 . 9 i . . . e pa
b) Pentrum =-sin = 5 determinati abscisele punctelor situate pe reprezentarea geometrica a functiei f in care

tangenta la graficul functiei f este paraleld cu asimptota spre +oo la graficul functiei f.

vvvvvv

SOLUTIE:
a) f derivabilain xy = —1 = f continud in xy = —1 = [;(—1) = [3(—-1) = f(-1)
Iy=1lim f(x) = lim(x?+mx+n)=1—-m+n
x7-1 x/—1
3 2
ld=limf(x)=lim$=2 S1l-m+n=2=n=m+ Lo, 1p
xN—1 xNv—1 X241
fG1) =2 |
f derivabilainxy = -1 = f;(—1) = f;(—-1)

f)-f(-1) — lim xZ+mx+m+1-2 - lim (+D(x-1+m) =m—2

fs(=1) = lim
x7—1 x+1 x7 -1 x+1 x7 -1 x+1 3
x3+2x2%43 5 ) > m-—-2= > =
' . x)—f(—-1 . 2 - . x>+1 . x“—x+1 3
fi(=1) = lim £®-fED T iy — 5 _3
xN—1 x+1 XN—1 x+1 =1 (Z2+1)(x+1)  xN—1 x2+1 2
7
m= E
= PP 1p
n=-

x? +%x+§, x < —1
b) fiR-R, f(x)= x342x2+3

x=-1
xZ2+1 -
. . x342x2%+43 . C e .. -
lim f(x) = lim =———— = 400 = functia nu prezinta asimptota orizontala spre +oo
xX—+00 x—+00 x°+1 >
@ x3+2x2%43 5 5
. X . 2 . xX°+2x°+3
m= lim 22 = lim —22_ = |im — = . .
x—+0 X xo+0 X xo+0  XTHX = dreapta de ecuatie y = x + 2 este asimptota
. . x34+2x2+3 . 2x%-x+3
n= lim [f(x) —mx] = lim [————x|[= lim ———=2
x—+00 x—+00 x2+1 x>+ X2+1

oblica a functiei spre +00 = panta asimptotei SPre 400 ESLE My = L..iiiiiiiiiiiiiiie e 1p



din a)= f derivabila

7
2x +—, x < -1
. 2
=f)= x* 4+ 3x% —2x
= T xx-1
(x? +1)2 ¥

tangenta la graficul functiei f in punctul de abscisd x situat pe graficul functiei f este paraleld cu asimptota spre +oo a
functiei & my; = m, = f (%) = 1

daci x € (—o0,—1) = f(x) = 1 & 2x, +%=1<=>x0=—26(—oo,—1);
, 4 2_
dacix € [-1,+0) = f(x0)=1@%=1<:>x§+3x§—2x0=x§+2x§+1<:>x§—2x0—1=0=>
Xo+
= xo, =1 —V2 € [-1,+0) sixg, =1+V2 €[-1,+)
=>x06{_§' 1-+v2, 1+\/7} .......................................................................................................................................... 1p
! x*+3x%2-2x
C)XE(0,+OO)=>f(X)—W

x*+3x2-2x
(x2+1)2
x€(0,+0) =>x>0=x#0
Considerdm functia g: (0, +) > R, g(x) = x3 + 3x — 2.
Functia g continua pe (0, +00) = g are proprietatea lui Darboux pe (0, +o0)
Cum 1{1{1(')1 g(x) -xl_i)rlloog(x) = —2-(+0) = —00 < 0 = ecuatia g(x) = 0 are cel putin o solutie in intervalul (0, +0)...1p

fx)=0 e x*+3x?-2x=0=x-(x3+3x—-2)=0

= x34+3x—2=0ccecerererereerere, 1p

g(x)=(x*+3x—2) =3x2+3 > 0,(¥)x € (0,+0) = g strict crescitoare pe (0, +00) = g injectivd = ecuatia
g(x) = 0 are cel mult o solutie in intervalul (0, +) = ecuatia g(x) = 0 are o singura solutie in intervalul (0, +o0) =

VVVVVV

Subiectul 4. Dupa ce a observat o droni la nivelul ferestrei unde se afla cazat, considerat nivelul 0, Andrei se hotiraste si
at+1

t2+bt+2’
timpul in minute iar a si b sunt parametri reali. Andrei a constatat cd existd doud momente t; si t, in care drona se afla la

cea mai micd, respectiv cea mai mare inaltime, suma momentelor este 4 iar suma cuburilor lor este 28.
a) Aflati t;sit,.
b) Determinati valorile parametrilor reali a si b in conditiile date.
c) De cate ori trece drona prin dreptul ferestrei lui Andrei in cele 5 minute?

o urmareasca timp de 5 minute. Drona se deplaseaza pe verticald dupa legea de miscare y = unde t reprezinta

SOLUTIE:
) {t1+t2=4’_){ t1+t2=4 _){t1+t2=4
tf + t23 =28 (tl + tZ)[(tl + tz)z - 3t1t2] =28 tltZ =3
- t1 = 1, tz 3 et ——ee e et ——eeetu—————eta——————a—aeeetuaaeaeta—————tta———.aaa———_ lp
t+1
b) f:[05]1 =R, f(B) = 7o
ti1 =1,t; =3 -punctede extrem = f'(1) = 0,f(3) = 0 eooveoreieeeeeeeeeeeeeee e 1p
, __ —at’*-2t+2a-b
f'@) = T DEaz)E 1p
L a—b=2 o 1., s
obtine sistemul {—7a Cp=g solutiaa = — ~ b= T 1p
—t+2 2t2-8t+6
C) f(t):m,f,(t):m .............................................................................................. 1p

) 5 1
f este monoton strict crescatoare pe [0,1] — 5S fx)<1;

, . 1
f este monoton strict descrescatoare pe [1,3] - 1 = f(x) = -

f este monoton strict crescatoare pe [3,5] — —% <fx)< - 219



Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.



