§ MINISTERUL EDUCATIEI

CONCURSUL
DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI*"

ETAPA NATIONALA FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR . CONSTRUCTII DE MASINI
24 mai 2024 SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

JUDETEAN IASI

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
Clasa a Xl-a — Sectiunea H2 — Profil real, specializarea stiinte ale naturii

Subiectul 1.
O matrice Y € M, (C) se numeste prietena matricei X € M, (C) daca XY = X + 2024Y.

1. Daca B € M,(C) este prietena matricei A € M, (C) aratati ca:
a) (A —20241,)(B — I,) = 20241,.
b) AB = BA.

2. Consideram multimile:

G = {A € M,(C)|A are cel putin o prietend} si H = {A € M,(C)|A nu are nici o prietena}.
Aratati ca multimile G si H sunt infinite.
SOLUTIE:

1. a)(A—20241,)(B—1,) = 20241, & AB — A — 2024B + 20241, = 20241,, adevarat ..........c..c.ceovevvrvrnnnne. 2p
b) Din punctul a) (A — 20241,) si (B — I,) sunt inversabile, deoarece (A — 20241,) -2013 B-1L) =1, ..... 1p
Rezulta (B — I;)(A — 20241,) = 20241,, deci BA = A + 2024B, CONCIUZIA. ......cccvvveiierieiee i 1p

2. Alegem A — 20241, =T,T € M,(C) inversabila (o infinitate de matrice T), deci A = T + 20241,. Rezulta
—— (B —1;) =T~V deci B = I, + 2024 - T %,

Astfel matricea T + 20241,, T inversabild, are prietena I, + 2024 -T2 = G infinitd ...........c.cocooeirererercnennne. 2p
Alegem A — 20241, = U neinversabild = matricea A = U + 20241, nu are prietena = H infinita ................. Ip
SAU: Cautam A = Al, = AB = Al, + 2024B = (A — 2024)B = Al,. Alegand A € C \ {2024}, matricea Al,
are prietena A_ZAWIZ, deci G infinita. Alegdnd A cu A — 20241, neinversabila = H infinita.
Subiectul 2.
2Zm—-—2 m-2 1
1. Consideram determinantul A(m) =|4m—-5 m—-3 1| meR.
6m— 10 —4 -1

a) Aritatici A(m) = 2m? — 7m + 6.

b) Demonstrati ca pentru orice x € (0,0),A(x) + A G) > 2.

c¢) Intr-un reper cartezian xOy consideram punctele A, (4t — 5,t — 3), B, (10 — 6t,4) si C,(2t — 2,t — 2), t € R.
Demonstrati ca exista o infinitate de valori £, numere irationale, pentru care aria triunghiului A, B, C; se exprima
printr-un numar natural.

SOLUTIE:
2 ) R O 1 (o1 | SRS 2p
1\ _ 2 1) _ 1 =942 — - 1

b) A(x)+A(;) = z(x +x2) 7(x+x)+12 =20 =7a+8, Q=X+ i 1p
Dina =2 = 2a% — 7a + 8 = 2, rezulti concluzia (a — 2)(2a —3) = 0, pentru @ = 2 ...cccccoeveevererrnneee, 1p
SAU
A(x)+A(§)zz,x>o<:>2x4—7x3+10x2—7x+2zo ..................................................................... 1p
(x = 12(2X% =3x +2) = 0, > 0, AAEVATAL ...oeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et es oo es e sesenes e p

L 4t—-5 t—-3 1 .
C) SAtBtCt = E |A|, A: 10 — 6t 4 1 = —A(t), dECi SAtBtCt - E |2t2 - 7t + 6| ................................... 1p
2t—2 t—2 1

Cautam ¢ PENtru Care 2t2 — 7t + 6 = 27,7 € N ooiivieeice et 1p
Alegand n numar natural cu ultima cifra 1,2, 6 sau 7, (n = 10k + p, k € N, p € {1,2,6,7})atunci
discriminantul A, = 16 n + 1 se termina in 3 sau 7 (deci nu este patrat perfect) si in consecinta,

7+V16n+1

t=—p— & Q, dar aria triunghiului A;B;C; este egala cumn € N .......c.ccviiiiiiiiiieieicece e 1p



Subiectul 3.
Fie F multimea functiilor continue f: [0,0) — [0,00) care verificd conditia f(f(x)) = x + 1 pentru orice x € [0,0).
a) Determinati a, b € R astfel incat functia f: [0,00) — [0,00), f(x) = ax + b sa fie in multimea F.
b) Daca f € F aratati ca f(x + n) = f(x) + n, pentru orice x € [0,0) si orice n € N*.

c) Daca f € F, sd se calculeze lim 1)

X—00
FxPD—{x}
X

d) Daca f € F, sa se calculeze lim , unde {x} este partea fractionara a numarului x.
X—>00

SOLUTIE:
) F(F(5)) = %X F @D F D oo 1p
a2=1;b(a+1)=1=>a=1,b=§ ................................................................................................................. 1p
b) x>0 = f(x) 2 0, inlocuim x cu £ (x) rezulta f (f(F(x))) = FX) + 1= FE+1) = fO) + 1 i 1p
inductie f(x +71) = f(X) F7,X = 0,70 € N Lo s 1p
c) Cum pentru orice x € [0,) , x = [x] + {x}, {x} € [0,1), folosind b), avem f(x) = [x] + fF({xD)rrerrrrrrerrne. 1p
CF@ oy fEDHE o fOD L b o fE) o n
J11_r>£10 = ;1_{{)10 MGy Am o + ;1_{{)10 e 2 7111_r)£10 . + Tlll_r>r010 . T 1p
d) Dinf(x) —x = f(x} + [x] = (x] + (&) = F(&xD - (x} = lim fehed lim R 1p
Subiectul 4.

Tntr-o zi de vacanta, Ionut merge pe un traseu montan intre doud localititi A si B. La dus pleaca din A citre B, la ora 8 si
strabate traseul 1n 4 ore. Notam cu f(t) lungimea drumului parcurs de Ionut la ora t > 8. A doua zi, la intors pleaca din B
catre A, la ora 8 si strabate traseul in 4 ore. Notam cu g(t) lungimea drumului parcurs de acesta la ora t.
t este masurat in ore iar f(t) si g(t) In metri.
1. Considerand f(t) = 10t3 — 80t2 iar g(t) = 120t? — 960t se cere:
a) Lungimea traseului.
b) Daca dupa 3 ore, la dus, lonut ajunge in punctul C, iar la intors ajunge in punctul D, aflati distanta dintre C si D.
2. Considerand ca functiile f si g sunt continue aratati ca exista, intre A si B, un punct X in care Ionut a fost la
aceeasi ora, atat la dus cét si la Intors.

SOLUTIE:
1. 8) AB = f(12) = G(12) = 5760 M c.voeeeeeeeeeeeeeeeeeeee s teeeeeets s ses s ne et nne s 2p
b) ladus merge f(11) = 3630 m iar la intors merge g(11) = 3960 m. Distanta dintre C si D este
(3630 4 3960 — 5760) 71 = 1830 17 ...ceoeeeeeeeeeeeeee e ee e ee e sees e 2p
2. Trebuie sd aratam ca existd ty € [8,12], f(tg) =d — g(tg),d = AB = 5760 ..ocvvvevreiiieeieeeeee e 1p

Consideram functia continua h: [8,12] - R, h(t) = f(t) + g(t) — 5760.
Avem h(8) = £(8) + g(8) — 5760 = —5760 < 0 si h(12) = f(12) + g(12) — 5760 = 5760 > 0.
Din h(8) - h(12) < 0, h —continua = exista t, € (8,12) cu h(ty) = 0, deci concluzia. ..........ccccovvevvevieriennnn. 2p

Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.



