
                                                                          

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                   
 

 

BAREM DE CORECTARE ȘI NOTARE 

Clasa a XI–a – Secțiunea H2 – Profil real, specializarea științe ale naturii 
 

Subiectul 1. 

O matrice 𝑌 ∈ ℳ2(ℂ) se numește prietena matricei 𝑋 ∈ ℳ2(ℂ) dacă 𝑋𝑌 = 𝑋 + 2024𝑌. 

1. Dacă 𝐵 ∈ ℳ2(ℂ) este prietena matricei 𝐴 ∈ ℳ2(ℂ) arătați că: 

a) (𝐴 − 2024𝐼2)(𝐵 − 𝐼2) = 2024𝐼2. 

b) 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴. 

2. Considerăm mulțimile:  

𝐺 = {𝐴 ∈ ℳ2(ℂ)|𝐴 are cel puțin o prietenă} și 𝐻 = {𝐴 ∈ ℳ2(ℂ)|𝐴 nu are nici o prietenă}.  

Arătați că mulțimile 𝐺 și 𝐻 sunt infinite. 

 

SOLUȚIE: 

1. a) (𝐴 − 2024𝐼2)(𝐵 − 𝐼2) = 2024𝐼2 ⟺ 𝐴𝐵 − 𝐴 − 2024𝐵 + 2024𝐼2 = 2024𝐼2, adevărat ................................. 2p 

b) Din punctul a) (𝐴 − 2024𝐼2) și (𝐵 − 𝐼2) sunt inversabile, deoarece (𝐴 − 2024𝐼2) ∙
1

2024
(𝐵 − 𝐼2) = 𝐼2 ........ 1p  

Rezultă (𝐵 − 𝐼2)(𝐴 − 2024𝐼2) = 2024𝐼2, deci 𝐵𝐴 = 𝐴 + 2024𝐵, concluzia. .................................................... 1p 

2. Alegem 𝐴 − 2024𝐼2 = 𝑇, 𝑇 ∈ ℳ2(ℂ) inversabilă (o infinitate de matrice 𝑇), deci 𝐴 = 𝑇 + 2024𝐼2. Rezultă 
1

2024
(𝐵 − 𝐼2) = 𝑇−1 deci 𝐵 = 𝐼2 + 2024 ∙ 𝑇−1. 

Astfel matricea 𝑇 + 2024𝐼2, 𝑇 inversabilă, are prietena 𝐼2 + 2024 ∙ 𝑇−1 ⟹ 𝐺 infinită ....................................... 2p 

Alegem 𝐴 − 2024𝐼2 = 𝑈 neinversabilă ⟹ matricea 𝐴 = 𝑈 + 2024𝐼2 nu are prietenă ⟹ 𝐻 infinită ................. 1p 

SAU: Căutăm 𝐴 = 𝜆𝐼2  ⟹ 𝜆𝐵 = 𝜆𝐼2 + 2024𝐵 ⟹ (𝜆 − 2024)𝐵 = 𝜆𝐼2. Alegând 𝜆 ∈ ℂ ∖ {2024}, matricea 𝜆𝐼2 

are prietena 
𝜆

𝜆−2024
𝐼2, deci 𝐺 infinită. Alegând 𝐴 cu 𝐴 − 2024𝐼2 neinversabilă ⟹ 𝐻 infinită. 

 

Subiectul 2. 

1. Considerăm determinantul ∆(𝑚) = |
2𝑚 − 2 𝑚 − 2 1
4𝑚 − 5 𝑚 − 3 1

6𝑚 − 10 −4 −1
| , 𝑚 ∈ ℝ . 

a) Arătați că ∆(𝑚) = 2𝑚2 − 7𝑚 + 6. 

b) Demonstrați că pentru orice 𝑥 ∈ (0, ∞), ∆(𝑥) + ∆ (
1

𝑥
) ≥ 2.  

c) Într-un reper cartezian 𝑥𝑂𝑦 considerăm punctele 𝐴𝑡(4𝑡 − 5, 𝑡 − 3), 𝐵𝑡(10 − 6𝑡, 4) și 𝐶𝑡(2𝑡 − 2, 𝑡 − 2), 𝑡 ∈ ℝ. 

Demonstrați că există o infinitate de valori 𝑡, numere iraționale, pentru care aria triunghiului 𝐴𝑡𝐵𝑡𝐶𝑡 se exprimă 

printr-un număr natural. 

 

SOLUȚIE: 

a) Calcul ................................................................................................................................................................ 2p 

b)  ∆(𝑥) + ∆ (
1

𝑥
) = 2 (𝑥2 +

1

𝑥2) − 7 (𝑥 +
1

𝑥
) + 12 = 2𝑎2 − 7𝑎 + 8, 𝑎 = 𝑥 +

1

𝑥
  .............................................. 1p 

Din 𝑎 ≥ 2 ⟹ 2𝑎2 − 7𝑎 + 8 ≥ 2, rezultă concluzia (𝑎 − 2)(2𝑎 − 3) ≥ 0, pentru  𝑎 ≥ 2 ............................ 1p 

SAU 

∆(𝑥) + ∆ (
1

𝑥
) ≥ 2, 𝑥 > 0 ⟺ 2𝑥4 − 7𝑥3 + 10𝑥2 − 7𝑥 + 2 ≥ 0 ..................................................................... 1p 

(𝑥 − 1)2(2𝑥2 − 3𝑥 + 2) ≥ 0, 𝑥 > 0, adevărat ................................................................................................ 1p 

c) 𝑆𝐴𝑡𝐵𝑡𝐶𝑡
=

1

2
|∆|; ∆= |

4𝑡 − 5 𝑡 − 3 1
10 − 6𝑡 4 1
2𝑡 − 2 𝑡 − 2 1

| = −∆(𝑡), deci 𝑆𝐴𝑡𝐵𝑡𝐶𝑡
=

1

2
|2𝑡2 − 7𝑡 + 6| ................................... 1p 

Căutăm 𝑡 pentru care 2𝑡2 − 7𝑡 + 6 = 2𝑛, 𝑛 ∈ ℕ ............................................................................................ 1p 

Alegând 𝑛 număr natural cu ultima cifră 1, 2, 6 sau 7, (𝑛 = 10𝑘 + 𝑝, 𝑘 ∈ ℕ, 𝑝 ∈ {1,2,6,7})atunci  

discriminantul Δ𝑡 = 16 𝑛 + 1 se termină în 3 sau 7 (deci nu este pătrat perfect) și în consecință, 

 𝑡 =
7±√16𝑛+1

4
 ∉ ℚ, dar aria triunghiului 𝐴𝑡𝐵𝑡𝐶𝑡 este egală cu 𝑛 ∈ ℕ ............................................................ 1p 
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Subiectul 3. 
 Fie ℱ mulțimea funcțiilor continue 𝑓: [0,∞) → [0,∞) care verifică condiția 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑥 + 1 pentru orice 𝑥 ∈ [0,∞). 

a) Determinați 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ astfel încât funcția 𝑓: [0,∞) → [0,∞), 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 să fie în mulțimea ℱ. 

b) Dacă 𝑓 ∈ ℱ arătați că 𝑓(𝑥 + 𝑛) = 𝑓(𝑥) + 𝑛, pentru orice 𝑥 ∈ [0,∞) și orice 𝑛 ∈ ℕ∗. 

c) Dacă 𝑓 ∈ ℱ, să se calculeze lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥
 . 

d) Dacă 𝑓 ∈ ℱ, să se calculeze lim
𝑥→∞

𝑓({𝑥})−{𝑥}

𝑥
, unde {𝑥} este partea fracționară a numărului 𝑥.  

 

SOLUȚIE: 

a) 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑎2𝑥 + 𝑎𝑏 + 𝑏 ...................................................................................................................................... 1p 

𝑎2 = 1; 𝑏(𝑎 + 1) = 1 ⟹ 𝑎 = 1, 𝑏 =
1

2
 ................................................................................................................. 1p 

b) 𝑥 ≥ 0 ⟹ 𝑓(𝑥) ≥ 0, înlocuim 𝑥 cu 𝑓(𝑥) rezultă 𝑓 (𝑓(𝑓(𝑥))) = 𝑓(𝑥) + 1 ⟹ 𝑓(𝑥 + 1) = 𝑓(𝑥) + 1 ................ 1p 

inducție 𝑓(𝑥 + 𝑛) = 𝑓(𝑥) + 𝑛, 𝑥 ≥ 0, 𝑛 ∈ ℕ∗ ....................................................................................................... 1p 

c) Cum pentru orice 𝑥 ∈ [0, ∞) , 𝑥 = [𝑥] + {𝑥}, {𝑥} ∈ [0,1), folosind b), avem 𝑓(𝑥) = [𝑥] + 𝑓({𝑥}).....................1p 

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→∞

𝑓({𝑥})+[𝑥]

[𝑥]+{𝑥}
= lim

𝑥→∞

𝑓({𝑥})

[𝑥]+{𝑥}
+ lim

𝑥→∞

[𝑥]

[𝑥]+{𝑥}
=⏟

[𝑥]=𝑛

lim
𝑛→∞

𝑓({𝑥})

𝑛+{𝑥}
+ lim

𝑛→∞

𝑛

𝑛+{𝑥}
= 1.......................................1p 

d)  Din 𝑓(𝑥) − 𝑥 = 𝑓({𝑥}) + [𝑥] − ([𝑥] + {𝑥}) = 𝑓({𝑥}) − {𝑥}  ⇒ lim
𝑥→∞

𝑓({𝑥})−{𝑥}

𝑥
= lim

𝑥→∞

𝑓(𝑥)−𝑥

𝑥
=0....................... 1p 

Subiectul 4. 
Într-o zi de vacanță, Ionuț merge pe un traseu montan între două localități 𝐴 și 𝐵. La dus pleacă din 𝐴 către 𝐵, la ora 8 și 

străbate traseul în 4 ore. Notăm cu 𝑓(𝑡) lungimea drumului parcurs de Ionuț la ora 𝑡 ≥ 8. A doua zi, la întors pleacă din 𝐵 

către 𝐴, la ora 8 și străbate traseul în 4 ore. Notăm cu 𝑔(𝑡) lungimea drumului parcurs de acesta la ora 𝑡.  

𝑡 este măsurat în ore iar 𝑓(𝑡) și 𝑔(𝑡) în metri. 

1. Considerând 𝑓(𝑡) = 10𝑡3 − 80𝑡2 iar 𝑔(𝑡) = 120𝑡2 − 960𝑡 se cere: 

a) Lungimea traseului. 

b) Dacă după 3 ore, la dus, Ionuț ajunge în punctul 𝐶, iar la întors ajunge în punctul 𝐷, aflați distanța dintre 𝐶 și 𝐷. 

2. Considerând că funcțiile 𝑓 și 𝑔 sunt continue arătați că există, între 𝐴 și 𝐵, un punct 𝑋 în care Ionuț a fost la 

aceeași oră, atât la dus cât și la întors. 

 

SOLUȚIE: 

1. a)   𝐴𝐵 = 𝑓(12) = 𝑔(12) = 5760 𝑚 .................................................................................................................... 2p 

b)   la dus merge 𝑓(11) = 3630 𝑚 iar la întors merge 𝑔(11) = 3960 𝑚. Distanța dintre 𝐶 și 𝐷 este 

 (3630 + 3960 − 5760) 𝑚 = 1830 𝑚 ........................................................................................................... 2p 

2. Trebuie să arătăm că există 𝑡0 ∈ [8, 12], 𝑓(𝑡0) = 𝑑 − 𝑔(𝑡0), 𝑑 = 𝐴𝐵 = 5760 .................................................... 1p 

Considerăm funcția continuă ℎ: [8, 12] → ℝ, ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡) − 5760. 

Avem ℎ(8) = 𝑓(8) + 𝑔(8) − 5760 = −5760 < 0 și ℎ(12) = 𝑓(12) + 𝑔(12) − 5760 = 5760 > 0.  

Din ℎ(8) ∙ ℎ(12) < 0, ℎ −continuă ⟹ există 𝑡0 ∈ (8, 12) cu ℎ(𝑡0) = 0, deci concluzia. ................................... 2p 

 

 
                     Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7. 


