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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
»ADOLF HAIMOVICI”
Editia a XXVIII-a
ETAPA NATIONALA — 16 mai 2026
Clasa a IX—a — Sectiunea H1 — Filiera tehnologica

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
Fie familia de functii £, (x) = (m+1)" x? —(m2 -~ 1)x+ 2-3m, meR\{-1}.
a) Daca x;si x,sunt radacinile ecuatiei f, (x) = 0 calculati valoarea expresiei
— X, b— X, .
9x; =2x,-3 9x; —2x,-3

b) Determinati numarul real negativ m pentru care parabola asociata graficului functiei f, este tangenta la

axa Ox.
c) Fie V(xV, yV)Vérful parabolei asociate graficului functiei f, . Determinati valorile parametrului real m

.~ ne A g U . . 1 . :
astfel incat varful V' sa fie situat 1n interiorul dreptunghiului cu centrul in punctul 4 (E , 6j si cu laturile

paralele cu axele de coordonate astfel: laturile paralele cu Ox au lungimea de o unitate, iar laturile
paralele cu Oy au lungimea de patru unitati.

SOLUTIE:
a) Cum x, este raddcinda ecuatiei f, (1) =0=0 917 =30 F4 oot Ip
Obtine 9x7 —2x, =3 =X, +1, 97 =20, =3 = X, F Lo 2p
Calculeaza E = T 2p
S+P+1
Scrie Szl,Pz—i .............................................................................................................................................. Ip
3 9
. 5
Obtine E =—§. ..................................................................................................................................................... Ip
b) Calculeaza A:(m+1)2 (m2 +10m—7) ............................................................................................................. 2p
PUNE CONAIEIA A =01ttt ettt et et e et e st e et e e s aeeeabeeeabeesseassseeaseesaseenseesaseenseesnseenssaenseannnas Ip
Obtine 71 € =1, =5+ 482,75 = 4V2 | oo Ip
Cum m #—1,m <0 deduce ca m=—5—4\/§ ........................................................................................................ Ip
¢) Dreptunghiul are varfurile M (0,4), N (1,4), P(1,8),0(0,8) .....rvrrurrmrrrerirrerineeieseineeeessssessssessseesseesnn 2p
. = m—1 __m2+10m—7 Ip
v —2(m+1),y,, B

Pune conditiile:

0< Xy KT 1 E(=00,73) U (1,00) covooiiiriirriereiieiseeis ittt 2p
4 <Yy KB M E (9,7 1)\ {=5] cooiroeeeeeieemmssis et 2p
ODBENE 711 € (—9,73) \ {5} oo Ip
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Subiectul 2. (20 puncte)

Se considera sirurile (x, ) =cosn si functia f:[-L1] >R, f(x)=+1-x".

neN ? x”

a) Demonstrati ca sirul (xn) nu este progresie aritmetica.

neN
b) Aratati cd numdrul a = x, + x; este negativ.

c) Determinati partea intreagd a numarului b= f (sin %) +f (cos?—zj.

SOLUTIE:
.1 . 2n+1 .
a)x, —x, =-2sin 5 sin , PENtIU OTICE 71 € N 2p
Diferenta termenilor consecutivi nu este constanta, deci sirul nu este progresie aritmetica............ccceeeeeeueeeeeennen. Ip
D) @ =COS7 HCOS3=2C0OSS5COS2 .ttt ettt ettt at e et a e e bt e e h e et sat e e bt e e a bttt e st e bt e eabeenbeeeteen 2p
Unghiul de masurd 2 apartine cadranului doi, deci COS2 <0 ....cc.couiriiriiiiiiiiiiiieicieeseee e Ip
Unghiul de masura 5 apartine cadranului patru, deci COS5 > 0...oviiriiiiiriiniiiiiiinieeieeeeee e Ip
FINAHZATE: @ <0 ettt ettt e bt e et e e bt e s et e et eesateenbeeenbeeabeesateanbaeenbeesneeenseennneans Ip
. 1lx Iz Iz Vd

C SIN ——— [ = [COS | = = COS ——— = COS = weturiiieitieiientt et et ettt e et st e bt et e ettt et sae e bt e e bt ean e et saeeaeeanes 3

) f( 12 j ‘ 12 12 12 P

r T \/5(\/5 + 1)
COS = = COS | —— = | o o ettt 3p
3 4 4
Sw . Szl . 5«
COS = | = [SIIL——| S SIIl —— tiiiiiiiiie ettt ettt et ettt e e e et e et e e e e b e e ab e et e aa e s b srn e saraees 1

f( 12 J 12 12 P

Y4 T Sr V4 ‘/5(\/3 + 1)

SIN —— = COS | = = | = 008 o o o ettt et ettt e ea e st sb e st e ebeees 2p

12 2 12 12 4

Demonstreazi ci b = @ E(1,2) core e 2p
ODBHNE [D] = 1ottt Ip

Subiectul 3. (20 puncte)
Fie H ortocentrul triunghiului ascutitunghic ABC.
a) Demonstrati cd 4H =2Rcos 4,unde R este raza cercului circumscris triunghiului ABC.

b) Sa se arate cd daca triunghiurile ABH,BCH si CAH au perimetre egale atunci triunghiul ABC este
echilateral.

c) Daca a,b,csunt lungimile laturilor BC, AC respectiv 4B ale triunghiului ABC astfel incat a = % s

bz%c, sa se arate céBC:AH\/g.

SOLUTIE:
a) Fie D, E, F picioarele Tndltimilor din 4, B respectiv C.
In AAFC, dreptunghicin F, cos FAC = j—]; ....................................................................................................... lp
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. o AF
In AAHF', dreptunghic in F,cos FAH = T R Ip
In ABAD, dreptunghic in D, cos(BAD) =COSFAH = ——=SIN B oottt Ip
Obtine AH = ACcos 4 = AC‘COSA ..................................................................................................................... Ip
cos FAH sin B
AC
CUM ——— =2 R =0 AH T 2R COS A oottt ettt e e ettt e e e et e e e st ae e e e ssteeeeessaeeeesnssaeesennssaeaeans 2p
sin B
b) Py = Ppye = 2RCOS A+ C=2RCOSC 0 ettt sttt ettt Ip
¢=2RsinC,a=2Rsin A=>(cos A—c0SC)—(SIN A —=SINC) =0 ...ooorrrrrrrrrrerircrinrrinerinseeessiesessessseesseesseeenas 2p
Obtine ZSinA_C sinA+C+cosA+C 0 ettt ettt e bt e e e eaa e e be e taeenbe e aaeenbeenaeeenbeenras 2p
2 2 2
Cum 0" < C <90° :>sinA+C+c0sA+C ¢0:>sinA_C S0 A=C i lp
Analog obtine 4 =B = A= B =C = triunghiul ABC este echilateral..............cccceceerirviniininniniininicneeee. Ip
64c® g 49¢*
2, 2 2 -
c)cosA:b fe-a 9 9 :l ........................................................................... 2p
2bc 5 8¢ 2
—c
3
Cum 4 este unghi ascutit, rezultd 4 =00 ... .. .. i i lp
a 2a
S 2 R o 2 R = e, et s ettt ettt 2
sin 4 NE) P
2a 1  a
1 r) T Y E ey T By ) (N R 2p
52

Subiectul 4. (30 puncte)

Dintr-o localitate A pleaca un biciclist care in prima ord de mers parcurge 10km si in fiecare ord urmatoare cu
lkm mai mult decat in ora precedentd. Simultan, dintr-o localitate B care se gaseste la o distanta de 7,5km fata
de A, pleaca 1n acelasi sens un al doilea biciclist care in prima ora de mers parcurge 12km si in fiecare ora
urmatoare cu 1, 5km mai mult decat in ora precedenta.

a) Dupa cate ore biciclistul care pleaca din localitatea B parcurge 94,5km ?
b) Stiind ca biciclistul care pleacd din localitatea B 1l ajunge pe cel care pleacd din localitatea 4 dupa n ore

(neN"), aflati valoarea lui n.
¢) Dacd biciclistii ar porni simultan unul spre altul, aratati ca ei s-ar intalni in cel mult 21 minute ( admitem
ca cei doi biciclisti merg cu viteza constanta).

SOLUTIE:
3 I . . n(n-1)
a) Dupa n ore biciclistul din B parcurge distanta d, =12n+ 5 1,55d, =945 o 4p
Obtine ecUAtia 717 + 157 =126 = 0 ..ot 3p
Determind 77 =6, CATC COMVINE......cccueerureeriertieeteertteeteenteeeteessteeseasseeaseessseasseassseanseessseesseasssesnseessseeseesseesssesnses 3p
b) Observa ca singura posibilitate de a se Intalni este atunci cand biciclistul din B merge spre localitatea A.....2p
-1
Dupa n ore biciclistul din A parcurge distanta d, =10n + ! (n2 ) ..................................................................... 2p
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A =0 7,5 ettt bttt h et h e bttt e h bttt ea e eh e ettt e et e b entes 3p
Obtine ecuatia 7° +771—30=0=>71=3, CATE CONVINE. .........cocorrrreerrreererereeeeeeeeseseeeesesseeseessesseeseseseesseesenesesseees 3p
c) Cum 4B <10, observa ca biciclistii se vor intalni Tn prima ora de Mers..........cceceerieerieiiieniieierie e 2p
Vitezele celor doi biciclisti sunt v, =10km/ h, vy =12K1/ ..o 2p
In acelasi timp ¢ biciclistii parcurg distantele s, =10£,5, =12 c..oouovueveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2p
SA+SB—7,5:>t=—40re ..................................................................................................................................... 2p
F=——-00MIN => 7 = 20— < 2l M. ..ttt ettt e e et e e et et e e e e e 2p

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.
Orice rezolvare corecti a oricarei probleme, dar diferita de cea din barem se noteazd cu punctaj echivalent.

Punctajul maxim este de 100 de puncte.

Etapa nationald CMA_H1 16 mai 2026 — Barem de notare si evaluare



N\ Facultatea de Constructii de Masini

MINISTERUL EDUCATIEI $I CERCETARI si Management Industrial, lasi

CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
»ADOLF HAIMOVICI”
Editia a XXVIII-a
ETAPA NATIONALA — 16 mai 2026
Clasa a X—a — Sectiunea H1 — Filiera tehnologica

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
a) Rezolvati In multimea numerelor reale ecuatia:
log,[2(x—1)3+ (x—1)>—3x+4] =3
b) Fie N un numar real strict pozitiv, diferit de 1, astfel Incat IgN = a, loggN = bsilog;sN =,

> . 1 1 1 1/1 1 1
aratati ca + == (— = —)
’ log,N + logsN logsN 2 + b + c

a
SOLUTIE:

a) Impune conditiile de existentd: x > 0,x # 1,[2(x —1)3 4+ (x = 1)2 = 3x+ 4] > 0 coovevevevevererene, 2p
Aduce ecuatiala forma 2(Xx — 1)3 + (X = 1)2 = 3X + 4 = X3 oo, Ip
Obtine 2(x —1)3 4+ (x—1)2 =3E =1 = (X = DEZ+ X+ 1) = 0 cooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2p
(K 1) (X2 m 4X = 3) = 0 ittt ettt ettt ettt ettt enenenas 2p
X =1 =0 =5 X = 1 NUCONVINE  coctteeiiiieeiieeeitieeeitieeetteeeteeesteeeseteeesteessaeeaseeesnseeessseesnsseeensseesnsseesnssessnseesns Ip
X2 —=3Xx—4=0=x1, =2+ V7,dar 2 — V7 DU CONVING ....ooorrrirrieiiriiriesieiies e Ip
In consecinta, se 0btine X =2 + V7 CAIE CONVINE...........ovevuevereeeereeieeeeeeeeseeeseeseesees s sees s sseeeenes Ip

b) DacalgN =a= i =10gN10 = 108NZ F 10GNS oo 2p

logeN=b = % =108NO = 108NZ2 F 10N oo e 2p
logisN=c= % = 10gN15 = 108N3 F L0GNS oo 2p

Aduni relatiile =2(10gn2 + 10gy3 +108N5) =~ + = oo 2p

1 1 1 1/1 1 1
N + TogaN + TogeN _ 2 (; + 5 + z) ...................................................................................................... 2p

Subiectul 2. (20 puncte)

a) La un concurs de matematica se propune un subiect format din 5 exercitii, dintre care cel putin unul
trebuie sa fie de algebra si cel putin doua trebuie sa fie de geometrie. Stiind ca in total avem la dispozitie 7
exercitii de algebra si 6 exercitii de geometrie sa se calculeze céte variante de subiecte se pot propune
pentru concurs.

b) Demonstrati ci \/C,f‘1 o +\/Cf CH < Vk,n € Nyn > 2k.

n+l »

SOLUTIE:
a) Variantele de subiect pot avea:
1) 3 exercitii de algebra si 2 de geometrie => C; - C; - variante de SUDIECEE .........oovvrvevererverereruernannns 2p
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2) 2 exercitii de algebra si 3 de geometrie = C; - C; - variante de SUDIECtE.........evrvrveiieerririeeirieenes 2p
3) 1 subiect de algebra si 4 de geometrie = C}-C; - variante de SUDIECEE .......cueveverrieeerrerereiiiirenenn, 2p
Numdrul total de moduri de alcatuire a unui subiect este C; -C; +C; - C. +Ch - Cy =1050 wvueeeeeieeerirreeanene. 2p
b) Folosind inegalitatea mediilor vom obtine:
1 D!
N (oo (o B Y G L, 3p
2 2.k (n—k+1)!
!
N oo (o e ) WU C s L, 3p
2 2-(k+D)(n—k)!
!
Atunci [CF-CF +,[CF .M < U e 3p
2-(k+D)(n—k+1)!
!
Se aratd ca (n+2)! o nt2 <l<n>2k Adevarat Vk,n € N.......ccoocvernene 3p

<Ca S
2-(k+ D)t (n—k+1)! 2(n—k+1)

Subiectul 3. (20 puncte).
n
Se considera dezvoltarea (\/E + ﬁ) ,unde x € R,x > 0sin € N*.

a) Sa se determine n astfel Incat coeficientii termenilor de rang unu, doi si trei sunt in progresie aritmetica;
b) Pentru n aflat anterior, calculati probabilitatea ca alegdnd un termen al dezvoltarii, acesta sd aiba
exponentul lui X un numadr natural.

SOLUTIE:

a) Pentru T COCTICIENtUL €StE € = 1,  oovoveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eeaeeeens Ip
pentru T, coeficientul este %Cﬁ = g, ............................................................................................... Ip
pentru T3 coeficientul este iC,% = @ ......................................................................................... Ip

n nmn-1) n . . .o n_1 nn-1)

1, > 8 sunt 1n progresie aritmetica ﬁ; =3 (1 + 3 ) ..................................................... 2p
obtine solutiile 711 = 1,715 = 8 e 2p
dezvoltarea are cel putin 3 termeni = 71 = 8. .....ccoiiiiiiiiieeeee s Ip

_ nr.cazurilor favorabile

b) P r oAz alor posTbila Ip

n=8 = nr. cazurilor posibile = nr. termenilor din dezvoltare = 9 ..........cccoeeeeviieeiiiieieeee e, Ip
X n-k 1 \k Kk 16—-3k

Terr = CE(VO)" ™ (552) = CEZ7KHT T 4p
16;3keN=>4|(16—3k)§i03k<§ ....................................................................................... 3p
KE {0,4] et ee Ip
=nr. cazurilor favorabile =2 oo e saae e Ip
In consecinti, se obtine P = %‘ ........................................................................................................ Ip

Subiectul 4. (30 puncte)
Harta terenului unui parc de distractii este reprezentata intr-un sistem de coordonate xOy astfel incét fiecare

unitate de pe axa sd reprezinte 10 metri. Punctele marcate cu A(2,2) reprezintd punctul in care se afla scena
principald, unde va avea loc spectacolul de deschidere; B(4,—2) este punctul in care este montata o roatd cu
frane iar C(3,1) marcheaza poarta de la intrarea principala in parc.
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a) Ce coordonate are punctul obtinut de un panou care reflectd imaginea scenei principale Intr-un punct
simetric fatd de dreapta care uneste intrarea principala de roata?

b) Pentru a crea un joc de lumina se plaseaza doua reflectoare in punctele B' si C'care sunt simetricele
punctului 4 fata de punctele Bsi C. Pentru a delimita corect zona de iluminare se cere calcularea ariei
suprafetei AB'C".

c) Pentru sigurantd se monteaza un sistem de supraveghere intr-un punct M aflat in interiorul suprafetei
ABC astfel incat suprafetele ACM si BCM sa aiba arii egale. Determinati toate pozitiile posibile ale
punctului de supraveghere.

SOLUTIE:
a) Daca A4'(a,b) este simetricul punctului A4 fatd de dreapta BC = AA4' L BC = m My =—1..cocenee. 2p
Deoarece m, :;2 $1 My ==3 vom obtine @—3b=—4 .....ccccceoiiiiiiiiiiiiii e 2p
Se stie ca A4'" BC ={D},unde D(x,,y,) este mijlocul segmentului AA"........cccceeveeririiniiniinninenieenene 2p
Deoarece D € BC si ecuatia dreptei BC este 3x+y—10=0=3a+b=12 .ccoccceiriiirieiiiiieeeeeeeeee e, 2p
Rezolvand sistemul format de cele doua ecuatii obtinem a = % b= 152 '(E 2) ...................................... 2p
b) Daca B'este simetricul lui A fatd de B = B'(6,70) ..coouieruiiiiiiiiiiiieeeteeeeee e 2p
Daca C'este simetricul lui A fatd de C => C'(4,0) eieiiiiiieieee et 2p
Deoarece BC//B'C"' si AA' L BC=AA' L B'C' unde A'€ B'C'....ocvevveeeeeeeeeeeeeeee e 2p
Folosind formula distantei intre doua puncte obtinem
,_ 2710 i AA'B'C' 2 P
AA'=—u,B'C"= 2V10u = Apppe = —5— = 4u” = Apape = 400M 4p
¢) Daca M(m,n),cum,n € R atunci
Anacu = Anpey = 2502 = B8O o AC - d(M, AC) = BC - d(M, BC).........occc..... Ip
Lungimile segmentelor AC = /2 si BC = /10, iar ecuatiile dreptelor AC si BC sunt
(AC):ix+ Yy —4=08i(BC):3x+ Y =10 = 0.ririiirii e 2p
Folosind formula distantei de la un punct la o dreapta, egalitatea de arii revine la ecuatia:
Im+n—-4| |3m+n—10| . .
\/E-W—\/lo e i Sm+n—4=3m+n—10]|...cccciiiiiiiii 2p

Cum M este 1n interiorul triunghiului AABC, atunci M este in acelasi semiplan cu punctul B determinat de
dreapta AC si in acelasi semiplan cu punctul A determinat de dreapta BC, ceea ce implica:

MAN—4 <OSI3IMET =10 < O o e Ip
Egalitatea de module devine astfel —-(m+n—4) = —-(3m+n — 10), adica:
m+n—4=3m+n—-10=>10-4=2m>m=3. e 2p
Deci, punctele M (m, n) din plan cu proprietatea ca Axgcpy = A ABCM sunt de forma (3 n) cun € R
AdICA PO Ara LA X = Bt Ip
Cum M este in interiorul triunghiului AABC, atunci n € (0,1), deoarece intersectia dintre dreapta x = 3
si triunghiul AABC este mijlocul segmentului AB, de coordonate (3,0), si punctul C(3,1)................... Ip

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.

Orice rezolvare corecti a oricarei probleme, dar diferita de cea din barem se noteazdi cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.
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Subiectul 1. (20 puncte)

< -1 0 1 0
In multimea M, (C), se considerd matricele 4 = sil, = .
0 27 0 1

a) Sa serezolve ecuatia det(4—x/,)=0,x e R.

b) Sa se demonstreze ca daca matricea X € M,(C) verifica relatia AX = XA, atunci existd a,b € Castfel

A a 0
incat X = .

c¢) Sa se determine numdrul de solutii ale ecuatiei X = 4, X € M,(C)

SOLUTIE:
-1 0 x 0 —1-x 0

a) A-xl,= - S| | e s 2p

0 27 0 x 0 27 —x

—1-x
det(4—xl,)=0< =0 (—1=X)27 =X) =0 e 2p
0 27 —x

—1=x=08au 27 =X =0 < X = —=1SAUX T 27 oottt ettt 2p

(2 )
b) Fie X = e M,(C)
z t

-1 0 _ _
AX = * 7 = * s 2p
0 27)\z ¢ 27z 27t
-1 0 -x 27
XA = * Y = x A 2p
z tJ)\N0 27 —z 27t

—-y=27y y=0 x 0 . a 0
AX = XA < = =>X= .Notam xcu a sitcudb = X = C s 2p
Tz=—z z=0 0 ¢ 0 b
) X' =A== X = AX SIX = XA =5 AX = XA oot 2p
. . a 0 , (@@ 0
Folosind punctul b) obtinem ca = X = =X = 3 | e Ip
0 b 0 b
0) (-1 0 =1 (@’ —a+1)=0
X =d=|? L= & a3 = (a+ )(az B 0 e 2p
0 b 0 27 b’ =27 b-3)(b"+3b+9)=0
14 1—i 3 . A .
ael-l, +’*B, ’ﬁ}gbe{& 3+3ﬁ’, 3 3@} ................................................................................. 2
2 2 2 2
In total sunt 9 MAtrice CU PrOPIICLALEA CEIULAL ............veveeeeeeeeeeeeeee s ese e e e s s esseseeseessess s se e ee e eee eeren Ip

Subiectul 2. (20 puncte)
x+y+z=3
Fie sistemul de ecuatii liniare { ax +y—2z=1 ,unde a este un numar real.
2x+y—2z=0
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a) Rezolvati sistemul pentru a € R\ {g}
b) Pentrua = g , determinati solutiile (xq, yo, Zo) ale sistemului de ecuatii liniare pentru care
xE+yE+zE=45.
SOLUTIE:
1 1 1
a) A=la 1 —-1),A=det(A)=-24+a—-2—-24+142a=3a0=5. .oooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee, 2p
2 1 -2 ;
A+ 0,(V)a€eR\ {5} , lar numarul ecuatiilor = 3= numarul necunoscutelor =sistemul este compatibil
4 5153 301 PO UPTSPTRRSP 3p
31 1 1 3 1
Ai=]1 1 -1[=-6+14+0-04+3+2=0,0=|a 1 —-1|=-240-6—-2—-0+6a=
0 1 -2 2 0 -2
1 1 3
23a—5),A3=la 1 1/=043a+2—-6—1—-0=3a—5. oo 3p
2 10
{ _ M
X =
AA x=0
{ y = Xz > P = 2 ettt ettt et bt a et ekttt et ke et et s b s ettt eneeheese e sen s bes et ene e eseesaneas 2p
As z=1
=2
b s
b) Dacad a = pe atunci A= det(A) = 0. Aplicim metoda lui Gauss pentru rezolvarea sistemului de ecuatii

xX+y+z=3
liniare g-x+y—z=1. .................................................................................................................. 2p
2x+y—2z=0
x+y+z=3 x+y+z=3 x=3a—-3
{5x+3y—32=3(:){y+4z:6 @{y=6—4a. ............................................................. 3p
2x+y—2z=0 0:-z=0 z=a, a€C
Consideram solutia (x¢, Vo, zo) = (3a — 3,6 — 4a, @), care verifici egalitatea x3 + y& + z5 = 45.
Ba—-3)2+(6—-4a)’+a’=4526a?-66a=0< 2a(13¢—33) =0

33
O = 0 SAU 0 T ot ittt et e bttt e et e e e he sea bt e e ehbe e et aetee e eetaaeean 3p
13

(%0-2

Xo=—3 07 13

< < 33 54
Dacia=0=1y,=06 .DacaazE:> YO = T e 2p

20=0 33

ZOZ_

13

Subiectul 3. (20 puncte)

X —ax+1

Fie aeR\{0}si functia f:R—)R,f(x)zz—l. Notam cu Im f={yeR/3IxeRR, f(x) =y} imaginea
X+

functiei f.

a)

Determinati asimptotele functiei f .

b) Aflati valorile lui @, astfel incat Im f =[-2,4].
¢) Aratati ca functia f admite trei puncte de inflexiune.

SOLUTIE:
a) —osi +oo sunt puncte de acumulare ale domeniului de definitie al functiei f.
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im £GO = tim P ) im0 = tim L ) eulta ca dreapta d

im f(x) = lim ————=1, lim f(x) = lim ——=1,

xX—00 X—00 x2 +1 x—>—oof gt 2 1 rézulta ca arcapta ae
ecuatie y = 1 este asimptota orizontala spre +0o si spre — oo pentru functia f. ......cccoeceeeeeviieiiieeeniennn, 2p
VxeR,x*+1>0, feste continui pe R, deci graficul functiei f nu are asimptote verticale.............. 2p

, _ (@x-a)(x*+1)-(x*—ax+1)2x _ a(x*-1)

b) f'(x) = ) =G 0 X E R e e Ip
f@=0ea@?-D=0ex=—lsaux=1.f(-)="2, FA) =22, Ip

Cazull.a € (—x,0)

f'(x) < 0dacix € (—oo,—1) U (1,0) = f este strict descrescatoare pe fiecare dintre intervalele
(—o0,—1] si [1, ).

f'(x) > 0dacd x € (—1,1) = f este strict crescdtoare pe [—1,1]. ooooeeeiiieieeeceeee e 2p
Din a <0si y =1 asimptota orizontala spre +oo pentru f rezultd cd x = —1 este punct de minim global si

x =1este punct de maxim global pentru f.

a+2
f este continuape R = Im f = [aT+2 ,Zg—a] =3 22—a 2a=—6€(—0,0). ccooeiieieeeeeeeeeen 2p
e _ 4
2

Cazul 2. a € (0, )

f'(x) > 0dacdx € (—o0, —1) U (1,0) = f este strict crescatoare pe fiecare dintre intervalele
(—o0,—1] si [1, o).

f'(x) < 0dacdx € (—1,1) = f este strict descrescatoare pe [—1,1]. .cooooviveieeieiiie i, 2p
Din a > 0si y =1 asimptota orizontald spre +oo pentru f rezultd x =—1 este punct de maxim global si

x =1este punct de minim global pentru f.
2-a

22— 9
e 2—a a+2 2
f este continud pe R = Im f = [T’T a+2 _ Sa=6€(0,00). oo 2p
2
.2
¢) f este de doua ori derivabila pe R. f''(x) = % JXER . e Ip
f"(x) =0 2ax(—x% + 3) :O@xe{—\@,o,\/g}. ................................................................ Ip
2
Studiem semnul expresiei M ....................................................................................................... 2p
(x"+1)

Cazull.a € (—x,0)

f"(x) <0dacax e (—00, —\/§) U (0, \/§) = f este concava pe fiecare din intervalele (—00, —\/§) si
(0,v3).

f"(x) >0dacax e (—\/§,0) U (\/§, 00) = f este convexa pe fiecare din intervalele (—\/§,O) si
(V3 , ) . Multimea punctelor de inflexiune este {—v3,0,V3}. oo Ip
Cazul 2. a € (0, )

f"(x) > 0 daci x € (—o0, —V3) U (0,v3) = f este convexi pe fiecare din intervalele (—oo0, —v/3) si
(0,v3).

f"(x) < 0dacix € (—v3,0) U (V3,0) = f este concava pe fiecare din intervalele (—v/3,0) si

(\/§ , 00) . Multimea punctelor de inflexiune este {—\/§ ,0, \/§} et ——————————a vt e Ip
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Subiectul 4. (30 puncte)

O platforma petroliera este situata intr-un punct P, aflat la o distantd d =3 km de cel mai apropiat punct 4
aflat pe un tarm rectiliniu. Platforma trebuie conectata la o rafinarie situatd in punctul B de pe tarm, la o
distanta L =10km de punctul 4.

Costul instalarii conductei sub apa este de 5 milioane euro/km, in timp ce pe uscat (de-a lungul tarmului) costul
este de 3 milioane euro/km.

Determinati un punct Csituat intre A4 si B, unde conducta ar trebui sa atingd tarmul, astfel incat pretul total al
proiectului sa fie minim. Precizati pretul minim al proiectului si lungimea conductei in acest caz.

SOLUTIE:
Fie xdistantadela 4la C,0<x<10.

d =distantd minimad=> PA 1 AB, PA=3km=> AAPC este dreptunghicin 4 = PC =+/x>+9,CB=10—-x.....5p

Functia ce modeleazi costul proiectului este £ :[0,10] = R, £(x) =5vx” +9 +3(10 = X) cvvevevevervreeecrrercnaes 5p
Calcularea derivatei si determinarea punctului de extrem: f (x)=5- 2 B e 3p
24x7 +9

f(xX)=05x-3Vx*+9 =0 5x =3Vx" +9 < 25x° :9(x2+9):>x:i%,x202>x=% ......................... 5p
9

F () =4 ettt ettt ettt eh s et es et st en b en st e eae et eteeaeeteeteeneeneeneas 2p
4

f(0)=45; £(10) =54109; f este functie continua pe [0,10] ...ocoeeiiiiiiieiiiiie et e e Ip

9. .

Pentru orice x € [O,Z], f (x)£0, fdecieste descrescatoare pe [0, —] ...cooeoeieveeiieiieiiiiie e 2p

Pentru orice x €[—,10], f(x) >0, f deci este crescitoare pe X € [—,10] .....ovevieerieeeeeeeeeeeeeeeeecee e 2p

Deci x = % este punct de minim pentru f pe intervalul [0,10] ....ccooviiiiiiiiriieieie e 2p

Concluzie: Punctul C se gaseste la distanta 2,25 km de punctul A4, pe dreapta AB , iar distanta optima este de

11,5 km (PC + CB) oferindu-ne pretul minim al proiectului de 42 milioane euro. ...........ccceceeeveeeeereerieienneenne 3p

Toate subiectele sunt obligatorii; se acordad 10 puncte din oficiu.
Orice rezolvare corectd a oricdrei probleme, dar diferiti de cea din barem se noteaza cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
»ADOLF HAIMOVICI”
Editia a XXVIII-a
ETAPA NATIONALA — 16 mai 2026
Clasa a XII-a — Sectiunea H1 — Filiera tehnologica

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
Se considerd x4, X, X3 si x4 radicinile polinomului f = X* + aX3 + 5X? — 4X + 2, unde a este numdr real.
Rezolva:
a) Determinati restul impartirii polinomului f la X — i, stiind ca impartit la X — 2 da restul 6;
b) Pentru a = —2014, sa se calculeze (1 + x1) (1 + x,) (1 + x3)(1 + x,);
c) Demonstrati ca, pentru orice numar real a, polinomul f nu are toate radacinile numere reale.

SOLUTIE:

a) Din teorema restului se obtine 7 = f(2) = 30+ 8@ ...ovivinininiiiii e 2p
B0 4 Ba = 6 0 @ = =3 oo e e 2p
DeCi, = X% = 3X3 - 5X2 = AX £ 2 oo 1p
Restul impartiriila X —ieste 7= (i) = =2 — @ cooiririiiiiis ot 2p
b) Pentru a = —2014, polinomul devine f = X* — 2014X3 +5X2 —4X + 2 ..ooooeiiiiiiiiiiiiaeeenn, 1p
Dinf =X —x) (X —x,)(X — x3)(X — x,) deducem ca:

f(D) =(-1—-x)(=1=2x)(-1—x3)(=1—x) = A+ x) A+ x) A+ x3) A+ x4) cooeevieiiiinnn, 2p
Pedealtd parte f(—1) = 2026 .. ..oimirieie e 1p
Deci, (1 +x)(1+x) (1 4+ 23)(L42x,) =2026 couininiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeieeie e eeeeeene . AP
c¢) Presupunem ca x4, x,, X3, X4 € ]R:iz+iz+iz+iz> 0 2p

Xy Xz X3 X

Din relatiile lui Viete
X1Xy + X1X3 + X1X4 + X3X3 + XpX4 + X3X4 = 5,
X1X2X3 + X1XpX4 + X1X3X4 + XpX3X4 = 4,

D oy TSR SSPUSSPRRPIC ) |
Ob‘glnem iz + iz + iz + iz — (x1x2x3+x1xzx4+x1x3x4+x2x3x4)2—2x1x2x3x4§x1x2+x1x3+x1x4+x2x3+x2x4+x3x4)_
Xy Xz X3 X (x12x2X3%4)
4%2-2-2:5 . <
=~ = —1 < 0, pentru orice NUMAT T€AL @ .......uiviiriii i e ae e 2p
Contradictie, deci f nu are toate radacinile numere reale ..............c.oooiiiiiiiiiiii i 1p

Subiectul 2. (20 puncte)
s . 4 . x

Se considera functiile f,g : (1,40) - R, f(x) = G 8 gx) = =1
Rezolva:

a) Determinati primitiva H a functiei h : (1,4+o) > R, h(x) =g G) + 1 pentru care H(1) = 0;

b) Sa se arate ca g(x) < f(x),Vx > 1;

¢) Sa se calculeze aria suprafetei plane A(t) limitata de graficele celor doud functii si dreptele de ecuatii

x=t, x=3,undet > 1sit # 3.

SOLUTIE:
1
a) h(X) = D F e lp

Etapa nationalid CMA_H1 16 mai 2026 — Barem de notare si evaluare



MINISTERUL EDUCATIEI $I CERCETARI @ llllS.p(‘Ctol’iltlll SCOI{IFJU(]CEC(I“ l Zla;l:i‘:lai:::lgzlﬁﬁ.:::su;ltgldlzshfasm'
1
H(x)=fﬁdx=ln(x+\/1+x2)+C .............................................................................................. 1p
HOD=In(1+V2)+C=0=C = —In (14 V2) e 1p
Hx) =1In(x+VITx2) —In(1+v2) sau H(x)=In ("*:j;z) ..................................................... 1p
b) Pentrux > 1 avem vx?2+1>x = —— \/— <1, deci g(x) = \/— ................................. 3p
F) = 55> 0,9 € R\TH(2) oo 1p
Din relapﬂe (DsiR)avem g(x) <0< f(x),Vx>1=2gx) < f(x),Vx>1...coooiiiiiiiiiiiiniinn 2p
¢) Deoarece f(x) = g(x) rezultd |f(x) — g(x)| = f(x) — g(x), aria suprafetei plane solicitate este
3 3
A = [If(0) =gl dx = [J(F() = G(O)) AX i 1p
3
5 ; — _4 X
Daca t € (1,3), atunci A(t) = ft ((x—1)2 ==t 1) A e 1p
3
A(t)=(—i—\/x2+1+x)| e e e et e e 3p
x—1 t
=1—\/E—(—£—x/t2+1+t)=f1+\/t2+1—t+1—\/ﬁ ...................................................... 2p
In cazul t > 3, avem A(t) = t( 4 —L+1) dx 1
, e R p
4 t
A(t)=(———Vx2+1+x)| e e e et e 1p

=(———W+t)—(1—\/_)— VEZ Tt =1 VIO oo, 1p

Subiectul 3. (20 puncte)
Se considerd sirul (I;),ey definit prin Iy(x) =1 si I, ,(x) = foxl 2(B)dt ,(V)x eR.
Rezolva:
a) Calculati I,(x);
b) Demonstrati cd I,,(x) = — (V)x ER;
¢) Demonstrati ca [,(1) + 11(1) + L(D+...+L,(1) <3,(V)neN

SOLUTIE:
) () = [0 Io(t)dt = [ 1AL = E1E = X woovveeereeesciceeeeneeecesesssissssescesesessssssssss s ssens e 2p
x x e2[*

L(x) = [y L(t)dt = [ tdt=?0=— ........................................................................................... 3p

b) Demonstram relatia prin inductie.
Fie P(n): I, (x) =% ,(V)x S ST 1p
Avem ca P(0): [j(x) == =1,(V)x € R adevarati (etapa de verificare (1)).......ccccecvevrrrrvrrrrirrenens 2p
Presupunem P(k) adevarata si demonstram P(k+1) (etapa inductiva(2))
P(k+1) vafi I,4,(x) = (k+1)' L IV)X E IR et 1p

x 1 pk+lf* gkt * k1

Ly (x) = fo I,(t)dt = fo St =2 o = Gl = Gl ,(Mx €ER, c.etdeninnniniieenane, 2p
In consecinta, din (1),(2) vom avea P(n) adeviratd (V)n € N, adica I,,(x) = J;—T (MxeR....... 1p
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Pentrun = 0avem [,(1) =1<3,iarpentrun =1:[,(1)+ L(1)=1+1<3 .iiieereirenn. 1p

Pentru n = 2 vom avea:

D+ LM+ LM + -+ LD =T+ =4 —d ot =< 1p
1 1 1 1 1 1 1 1 1

<2+ttt =2+ ((-) FG3) H o (i n) = 3p

R N [, U . I €l N 2p
1 2 2 3 n-1 n n n

Deciavemca [o(1)+ L, (1) + L(D+...+L,(1) <3, (VN EN oo 1p

Subiectul 4. (30 puncte)
O firma produce cutii paralelipipedice, iar volumul unei cutii depinde de un parametru x > 0 si este modelat
printr-un polinom de gradul 3:

Vix)=x3+ax®>+bx+c,abc€R

Se cunosc urmatoarele informatii din procesul tehnologic:

1.
2.
3.

V este divizibil prin polinomul (x? — 3x + 2);
Suma radacinilor polinomului este egalad cu produsul lor;

Costul producerii unei cutii este dat de C(x) = 30x + 20 si acest cost trebuie mentinut in intervalul
(110, 140].

Folosind toate conditiile din procesul tehnologic descris mai sus, rezolva urmatoarele cerinte :

a)

Determina parametri reali a, b, ¢ ;

b) Determina valorile reale ale lui x pentru care V(x) > 0;

¢) Determina volumul maxim al cutiilor produse.

SOLUTIE:

a) Notam radacinile polinomului cu x4, x5, x3.
Vix2=3x+2)eoVix—-1Dx-2)2VA)=V@)=0=2x;,=1,X3 = 2 e Sp
Dacax; +x; +x3=X1 Xy X3 1+ 2+x3=1-2-X3 X3 =3 ciiiiiiiiiiieee e 2p
Vom avea deci:

V) =(@x—x)x—x)(x—x3) =(x—1D(x—2)(x—3)=x3—6x2+11x —6 .ccecvevevevene 2p
in CONSECINEA: @ = —6,D = 11,0 = =6 et e e e e 1p

b) Conform informatiilor din procesul tehnologic avem:

110 <30x+20 <140 © 3 <X <4 X € (34] cooveoeeieeieeeeee ettt 3p
Vix)>0 © (x—1)(x—2)(x—3) > 0= (cf. tabelului de semn) x € (1,2) U (3, +0)................. 5p
DIECT X € (3,4]cveeveeeee e ettt et e sttt e e e tte et e e et e s e esaes e ee s e s e e st e e entees e et e e st enteenaeese et eeneens eeseentenneans 2p

¢) In conditiile impuse de situatia reald descrisa avem de determinat valoarea maxima a functiei

Vi(BA] 2 R, V() = X3 = 6X% 4 11X — Beeeeeeeeeeeeeeeeeee e e 1p
Avem V'(x) = 3x% — 12x + 11 iar punctele critice sunt x = 2 + ? € (3,4] oo 4p
Pentru x € (3,4] functia este crescatoare, deci valoarea maxima se atinge pentru x = 4 ................... 3p
Volumul maxim al cutiilor vafi V(4) = (4 —1)(4 —2)(4 —3) = 6 eoooeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2p

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.
Orice rezolvare corecti a oricdrei probleme, dar diferiti de cea din barem se noteazi cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
,»ADOLF HAIMOVICI”
Editia a XXV111-a
ETAPA NATIONALA — 16 mai 2026

Clasa a IX—a — Sectiunea H2 — Profil real, specializarea stiinte ale naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)

Fie A:{x e(0,0)

1
{X} + {—} = 1} , unde {X} reprezinta partea fractionard a numarului real X.
X

a) Verificatica 1¢ A si 3+2\/§ eA.

. 1 : .
b) Arataticd X"+—eN,VxeAssi VneN".
X
c) Demonstrati cd A este o multime nevida, care contine numai numere irationale.

d) Daci X e A, calculati {x2°26} +{ 2](;26 }

X
SOLUTIE:
a) x:1:>{1}+{%}:0+0:0¢1:>1¢A ....................................................................................................... 2p
x:3+2\£:>{x}:3+2\6{3+2\£}=3+2\£—2=\/gz_l ............................................................................ 1p

{%}:{%Zﬁ}:{g"zﬁ}: 3‘2*5 ................................................................................................................ 1p
{X}+{3}:J§_1+3—J§

X 2 2

= L o X € A e 1p

. : . no 1 ;
b) Demonstram prin inductie propozitia P(n): x" + ) eN,VneN".

Xe A:>{X}+{l}:1:> X—[X]+1—[l:|:l:> X+1:1+[x]+[1}eN,deciP(l)este adeviratd ................. 3p
X X |x X X

Presupunem ca P(1), P(2), ..., P(k) sunt adevarate
(x" +ikj(x+1jeN:> xk*l+%+ xk’l+%eN
X X X X

1 1
Cum X'+ ——eNsi x>0= X" + = € N, astfel P(k+1) este adeVATAtA ......vvvrurrrrrrrerrresresnneeseeeseee 2p
X X
0) 3+2‘EeA:>A¢® ..................................................................................................................................... 1p
Prin absurd, fie Xxe A si X€Q, atUNCE X4 — €I Lottt 1p
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1 :
Xx+—=a,aeN = x*—ax+1=0 sicum xe Q=A=a”—4 este patrat Perfect ...............coccovrrvrrerrerrerrrrrnen. 1p
X

a’-4=b’, beN, (a-b)(a+b)=4=a-b=1, a+b=4 imposibil,
sau, a—b=2, a+b=2 = a=2, b=0 = x=1 imposibil deoarece 1¢ A,
sau a—b=4, a+b=1 imposibil.

Deci A contine nuMai NUMETE IrAtIONALE ........eccviiriiieriiiiii ettt e b b e e e e see e 2p
d) Fie xe AsineN", {x”}+{in}: X" +in—[x”]—[in} e N, conform punctului b) ........co.covevvevverrrrrennnnn. 1p
X X X
1 n 1 n 1 n 1 n
Dar {x”}+ —+>0, deoarece {x }+ —=0= {X }=0, —=0=x"eN, —eN=x"=1=x=1,
X X X X
1] 10157 1 o] | OSSOSO 1p
Deoarece 0< {y} <1, pentru orice numar real y = {x”}+{in}< 2 1p

Subiectul 2. (20 puncte)

Se considerd functile f:R >R, f(X)=x*+x+1 si g,:R—>R, g, (x)=2x*—(M+1)x+3m+4,
meR.

a) Aratati ca expresia E(X) = f (sin®x) — f (Cos® X) + 2€0s 2X este constanti, pentru orice X € R.

b) Aflati meR pentru care dreapta de ecuatie y =2X+m este tangenta la graficul functiei g, .

c) Aflati maximul si minimul functiei h: R — R, h(x) = % :
golX

SOLUTIE:

a) E(x) = (sin4 X +sin? x+1)—(cos4 X + COS? x+1)+ 2C082X =Sin* X—C08* X+C0S* X—=SiN* X .....covvieeernnnn, 2p
E(x) = (sin2 X — C0s? x)(sin2 X + COS? x)+cos2 X —8in% X =sin® X — 08> X+ €0S* X =SiN* X =0 ..ccecevvvrrrrerrrnnnne, 2p
E(X) are valoare constanta, pentruorice X €R ... .o i 1p

=g, (x
b) Dreapta de ecuatie y =2x+m este tangenta la graficul functiei g, , daca sistemul de ecuatii {y gm( r)n are
y=2X+
solutie unica, de unde rezulta ca ecuatia g,,(X) =2X+M are solutie UNICA .......cccevrerrrrrreeeiiieeeeeeeene 1p
Ecuatia 2X° —(M+3)X+2m+4=0 are solutie unica, de unde rezultd cd A =(m+ 3)2 -82mMm+4)=0 ..ccoov..... 2p
m2—10m—23=o:>me{5i4J§} .................................................................................................................... 2p
2
C) Se determina imaginea functiei h: R — R, h(x) = X2+—X+1
2X°—Xx+4
y € Imh < ecuatia (2y—1)x* —(y +1)x+4y—1=0 are cel putin o solutie X€R < A20..cccovevvcrrirrerrii 3p
A=-31y’+26y-3>0<ye 13-2J19 ,13+2@ , obtinem ca Imh = 13-219 ,13+2\/179 ............... 3p
31 31 31 31
deci minh(x) = 13-2:19 si maxh(x) BB I8 4p
xeR 31 xeR 31
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Subiectul 3. (20 puncte)

Fie ABCD un paralelogram si punctele M, N, P pe segmentele deschise AD, AB, respectiv BC, astfel
AM A BP

. . N
incét = ,unde MP NCN = ,lar —=a, —=bh, —=c.
Avacp = Asro {Q} D A5 oC

a) Demonstrati ca b+1=a+c.
b) Daca E, F e AC astfel incdt AE =EF =FC, demonstrati ca centrul de greutate al triunghiului MNP

apartine segmentului deschis EF.

SOLUTIE:

a) Din A4yqcp =4spg , adunand n ambii membri Ayyom obtinem cd Ayycp = Aagppt «eereereereeeeseeseeneens 3p

AN +CD)-d(A,CD BP + AM )-d (B, AD
Cum ANCD, ABPM sunt trapeze, (AN + )2 ( )=( - ; ( e 3p
Deorece 4yaep = CD-d(ACD)= AD-d(B,AD) = AN tCD  BP A i aC 4p
CD AD

b) Daca G este centrul de greutate al triunghiului MNP, atunci AG :%(m+m+ﬁ) ........................... 3p

A—Gzé(a-ﬁ+b-ﬁ+ﬁ+c-ﬁ) si,cum b+1=a+c, obtinem ca E:b%lﬁ, deci GeEAC ..ooevvcvvveenne, 4p
1 (12 .

Cum be(0,1), avem ca b%e(gg} JECH G E(EF ) 1o 3p

Subiectul 4. (30 puncte)
Un fermier bogat are un teren de arie infinita. Pe terenul sau,
xOy, Ox L Oy, fermierul vrea sa construiasca un gard MN, M

un punct situat pe latura Ox, iar N un punct situat pe latura Oy,
astfel incat MN sa treaca prin punctul P, situat pe bisectoarea
unghiului xOy, OP =400 m (vezi figura alaturata). Aratati ca:
11 2.

a) + = ;
OM ON 400
b) OM +ON >800+/2 m;
€) lungimea minima a gardului MN este egala cu 800 m si in acest caz, MN L. OP.

SOLUTIE:
a) ConstruimPQ L OM,cu QeOM si PR1LON, cu ReON. Deoarece OP este bisectoarea unghiului

<MON, atunci <POM =<«POQ =45°, ceea ce implica faptul ci aPOQ este dreptunghic isoscel. Tn mod
analog, triunghiul APOR este dreptunghic isoscel, iar, din constructie, avem PROQ dreptunghi. Prin urmare,
PROQ €SE UN PALTAL. .....veiiiiiiiiiiii it e b e b e e s e e s b e e s b e e b e s sb e e e s e n e nnes 3p
Cum diagonala patratului PROQ este OP =400, atunci OQ =PQ =0R = 0 AN I 1p
Fie OM =m si ON =n.

Din QP||ON, avem aMQP ~aMON, de unde obtinem:
MQ _PQ_ OM-0Q _0Q _ m—20012 _ 200\@
OM ON oM ON m n

................................................................................ 3p
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Atunci:
m_ 200y2 = 20042 —1=200+/2- (l + 1) = 1 + 1 = L, ceea ce trebuia demonstrat. ............cc.cceueeee. 3p
m m n m n m n 20042
b) Din inegalitatea mediilor (media aritmeticd > media armonicd), avem:
m+n_ 2 :>m+n> 2 ~ 5
> 2T 1 T T p
E— + — -
m n 200~/2
m+n
> 40082 =5 M+ N 280012, ooooeeoeeeeeeeee et 5p

c) Din inegalitatea mediilor (media pétraticé > media armonicd), avem:

2 2
I ;n > 1 1/m waLi ,/m 0 A00NZ = oo 4p
m'n

2oof

m2+n222-(4ooﬁ) = M? 410228007 = VM2 4117 2800. ©.ooeeeeeeee e 4p
Cum OM =m si ON =n, din teorema lui Pitagora gisim MN =+/m?+n? >800, adici ceea ce trebuia
0 L=T 0TS OSSR 1p
Valoarea minima se atinge pentru m=n, in cazul de egalitate = AOMN este isoscel si OP este bisectoare in
AOMN =5 OIM L OP ettt a et et b e st et e s e et e s ess et e st et esesbe st e e eneabe st eneere e 1p
Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.
Orice rezolvare corecti a oricarei probleme, dar diferitd de cea din barem se noteazd cu punctaj echivalent.

Punctajul maxim este de 100 de puncte.
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatia

(322 +z+l)2+(22 +2z+2)2 =0.

SOLUTIE 1:
Efectuand ridicarile la putere In membrul sting si reducand termenii asemenea, ecuatia se scrie sub forma

10z* +102° +152% +1024+5=0, 52U 22* +22° + 327 42241 =0 oooveieeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 5p

Grupand convenabil termenii, avem:

2244227 4327 4 2241=227 (27 1)+ 22(2° + 1)+ (22 +1) = (27 +1) (22 +224+1) . v 5p

Ecuatia z>+1=0 are solutiile ZY Ty Zy Tt e e 5p

Ecuatia 2z°+2z+1=0 are solutiile z, = —l+li, Z, = —l—li. ...................................................................... 5p

2 2 2 2

SOLUTIE 2:

Observam ci a® +b° = (a + ib)(a —ib) , oricare ar fi numerele complexe @ $ib . ....cccooevveviriiinieninncnicene, Sp

Folosind aceasta identitate, ecuatia din enunt se scrie sub forma

((3+0)22+(1+20) 241421 )((3=1) 27+ (1=20) 2+ 1=26) =01 oo 5p

Ecuatia (3+i)z°+(1+2i)z+1+2i=0 are discriminantul A, =-7-24i= (3—41‘)2 , iar solutiile sale sunt
1 1

2 Tl Z S L e oo e et e et ———eeeeeee et ———————eeeetete——————————tttttt——————aeeettrrtt—————————ttott———_ 5

1 2 25 p

. N2 . . . : 1 1.

Analog, ecuatia (3—i)z”+(1-2i)z+1-2i =0 are solutiile z; =1, z, = T T 5p

Subiectul 2. (20 puncte)
Spunem ca o functie f: (0, +oo) — R este lenta daca satisface simultan conditiile:

(1) f(x) <Inx,Vxe (O,+oo); (i) f(x~y) < f(x)+f(y), Vx,y e (0,+oo).
a) Daca feste o functie lentd, demonstrati cd f (1) =0.

b) Determinati functiile lente.

SOLUTIE:
a) Luand x =1 1n (1) obfinem ca f (1) < 0. oottt 4p
Luand x =y =1 1n (ii) obtinem ca f(1)<2/(1), deci f(1)=>0.Deducem cd f(1)=0. .coccoerrerrerrerrererennee. 4p
b) Luand y = 1 in (ii) obtinem ca f (1) < f(x)+f(lj,Vx > 01 et 4p
x x
Rezulti ci —f (lj < f(x).Cum f(x)<Inx, deducem cad —f(lj S | IR v | BN 4p
x x
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X X X X

Atunci  f (

jz-lnx, adica f(ljzlnl,Vx>O. Trecem x—)l si obtinem ca f(x)Zlnx,‘v’x>O. in

concluzie, unica functie lenta este f: (O, +oo) ->R,f (x) SINX . e 4p

Subiectul 3. (20 puncte)
Raportdm planul la un sistem cartezian de coordonate xOy . Un patrat ABCD are varful A4 pe semiaxa pozitiva

Ox , varful Bpe semiaxa pozitivd Oy si centrul P, de abscisa 2, situat in primul cadran.

a) Determinati ordonata punctului P.
b) Aflati coordonatele varfurilor patratului care are latura cu cea mai micd lungime posibila.

SOLUTIE 1:
a) Fie A(a,0),a>0, B(0,b),b>0 si P(2,k).

Intrucat P este mijlocul diagonalei AC, deducem ci x.=4-a si y. =2k.

Deoarece P este mijlocul diagonalei BD, deducem cd x,, =4 s1 ¥, =2k =D . cccooeiriiiiiiiiiiiiiiccic 4p
Din AB=AD obtinem ci a’ +b* =(4—a) +(2k—b)’, prin urmare 2a+kb=k*+4.

Din AC = BD obtinem ci (4—2a)’ +4k* = 4> +(2k —2b)’, asadar 4a—2kb=a" —b*. cooovvvvvvvvvvvveeeerrrrrs 4p
Inmultind membru cu membru, avem (k2 + 4)(012 —bz) = 2(4a2 —k°b? ) ,de unde k’a’ —4a* =4b* —k*b*, deci

(k*-4)(a*+b7)=0.

A doua paranteza nu se poate anula. Gasim unica solutie convenabild k=2. ......cccoceviriinininiineee 4p
b) Din relatia 2a+kb=k> +4, cum k=2, obtinem cd b=4—a. Atunci

AB” = Q74D =207 =8 416 oottt 4p
Observim ci AB’ = 2(a - 2)2 +8 este minim cAnd @ =2 (de unde b=2). In acest caz, varfurile patratului au
coordonatele A(2,0), B(0,2), C(2,4), D(4,2) . oottt ettt ettt sttt sttt st beeaees 4p
SOLUTIE 2:

a) Patrulaterul OAPB are unghiurile opuse O si P drepte, deci suplementare. Rezulta ca OAPB este un
PAtrUlater INSCTIPUIDILL 1o.eiiiiiiieie ettt e st e e st e e e s ste e e st e e e snsaeesnseeensseeennseeensseeennneas 4p
Deducem ca POA=PBA. Triunghiul PAB este dreptunghic isoscel, prin urmare PBA=45", de unde
POAZ A5 . oo h et bbbt h ettt h e eh sttt ettt 4p
Astfel, punctul P este situat pe prima bisectoare a sistemului de axe, deci abscisa si ordonata acestui punct sunt
egale. INtrucAt xp =2, TEZUIA CA 1p = 2 . wooveeeeceeeeeeeeeeee et ses e s 4p

b) Segmentul 4B este diametru al cercului circumscris patrulaterului OAPB (unghiul O este drept, deci este
inscris intr-un semicerc), iar OP este coarda a acestui cerc. Inseamna cd AB>OP. .......ccoovevvevcieeeciieenieen, 4p

Segmentul OP are lungime constanta 242 . Latura 4B a patratului din enunt este minima atunci cand
AB=0P, caz in care OP devine diametru al cercului. Atunci patrulaterul O4APB va fi patrat, iar coordonatele
varfurilor sale vor fi A4(2,0), B(0,2), C(2,4), D(4,2) . .eooeeeeiieiieieeeeeee ettt sttt st st 4p

Subiectul 4. (30 puncte)

Alin, Bianca, Cristi, Dan, Emilia si Florina participa la un concurs unde fiecare copil trebuie sa joace cate o
partida cu fiecare dintre ceilalti cinci. Toate partidele se joaca la ore diferite.

La un moment dat pe parcursul concursului, Alin a jucat cinci partide, Bianca patru, Cristi trei, Dan doua si
Emilia o singura partida.

Cate partide a jucat Florina pana la acel moment?
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SOLUTIE 1:

Alin a jucat cinci partide. Cum nu poate juca cu el insusi, atunci a jucat cu toti ceilalti. Rezultd ca Bianca a mai
jucat trei partide cu alti participanti, Cristi alte doud partide, Dan o singurd alta partidd, iar Emilia nu a mai
jucat cu nimeni. Cu alte cuvinte, Alin si Emilia au ,,iesit” din joc (nu mai numdradm alte partide jucate de
ACESTIA). 1euvieeutietieeteeitteeteeete e tteebeesteeebeesueeeabeessse e baeesseeaseeeabeenseeesbeeaseeeabeenseeesse e seeeaseenseeenseenseeenseeseeenbeensaeesaens 10p
Réaman astfel patru persoane care ,,mai sunt in joc”: Bianca, Cristi, Dan si Florina. Deoarece Bianca a jucat alte
trei partide si mai sunt doar alti trei participanti posibili, atunci Bianca a jucat cu fiecare dintre ei, adicd au avut

loc meciurile dintre Bianca si Cristi, Bianca si Dan si Bianca si Florina. ..........cccccoooiiiiiiiiiiiiiiiiceee, 5p
Ne ramane, astfel, urmatoarea situatie: ,,mai sunt in joc” doar Cristi, Dan si Florina, iar Cristi a mai jucat un
meci cu cineva, insa Dan nu. Prin urmare, Cristi a jucat cu FIorina. ........ccccveeviiiiniiiiniieceeeee e, 10p
Obtinem astfel concluzia: Florina a jucat cu Alin, Bianca si Cristi, adica a jucat trei partide. ..........cccecveennnee. 5p
SOLUTIE 2:

Notim cu n numirul partidelor jucate de Florina. La fiecare partidd sunt implicati cate doi copii. Inseamna ca
numarul total de partide jucate pana in momentul din enuntul problemei este

(5HA43+24T4H7) 12 = (154 7)1 21 it 5p
Deducem de aici cd n este un numar impar. Cum n <5, inseamnd ca n € {1,3,5} e e ———————a———aaaaaaaaaaaaaas 5p

Nu putem avea n =1: in caz contrar, unica partidd jucatd de Florina este cea in compania lui Alin (care a jucat
cu toti ceilalti cinci copii). Inseamna ca cele patru partide ale Biancai nu o implica pe Florina. Rezulta ca atat

Alin, cét si Bianca au jucat cu Emilia, fals! (Emilia a jucat o singura partida) ..........ccceeeeeeveenieiieeniienieeieene 5p
Nu putem avea n=5: 1n caz contrar, atat Alin, cat si Florina au jucat cu toti ceilalti copii, in afard de ei Insisi.
Astfel, atat Alin, cat si Florina au jucat cu Emilia, fals! (Emilia a jucat o singura partida) .........c.cccccevveeiennenne 5p

Vom arata cd n=3. Pentru asta, trebuie sa gasim o modalitate de imperechere a copiilor astfel incat, pana la un
moment dat, sa se joace un total de 9 partide respectand ipotezele problemei.

Indicand fiecare copil prin initiala prenumelui, putem considera urmatoarea distributie:

A joacd partide cu B, C, D, E, F

B joaca partide cu (A), C, D, F

C joaca partide cu (A), (B), F

D joaca partide cu (A), (B)

E joacd partida cu (A)

F joacad partide cu (A), (B), (C)

In concluzie, Florina a jucat trei partide pana in momentul din enuntul problemei. ..............cc.coooevrververrennene. 10p

Noti:

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.

Orice rezolvare corecti a oricarei probleme, dar diferita de cea din barem se noteazd cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.
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ay+bx=c
Subiectul 1. (20 puncte) Fie triunghiul nedegenerat ABC cu laturile AB = ¢, BC = a,CA = b si sistemul {cx + az = b.
bz+cy=a
a) Rezolvati sistemul in cazul AB = 3,BC = 4,CA =5
b) Aratati ca sistemul are solutie unica, oricare ar fi triunghiul ABC.
¢) Aratati ca, daca (xg, Yo, Zo) este solutia sistemului, atunci xg, yo, zo € (—1,1).
SOLUTIE:
3 4
a) (x,y,2) = (E' 0, E) ............................................................................................................................................ 5p
b a 0
D) A= € 0 @] = 2D C ettt ettt ae e h et ettt et et e ne et enean 5p
0 ¢ b
_ (b%+c?-a? a?+c?-b? a?+b?-c?
) (xg9,Y0,20) = ( T T ) .................................................................................................... 6p
(20, V0, 20) = (COSA, COSB, COSC) oottt ettt ettt te et et e st e s teess e b e aebesssessesreessassesesreensensans 3p
c0SA, coSB,cosC € (—1,1) © X0, V0, Z0 € (T 1, 1) coioioiieieeeeeeeeeeee ettt Ip

a b
Subiectul 2. (20 puncte) Fie matricea 4 = [ d} € M,(R) sinotam cu tr4 = a +d urma matricei 4. Sa se
c

demonstreze ca:
a) tr(A-A + A4 -A)=(trd)’, unde A'este transpusa matricei 4, iar A adjuncta acesteia.

b) Daca |b| #* |c|atunci A-A — A" - Aeste inversabila.

SOLUTIE:

, ., o« [a b)(a c a c d -b
a) A-A+A4 -4 = . + . =
) i T e g

a’+b*> ac+bd N ad—-c¢* ac—ab B a*+b*+ad-c* 2ac+bd —ab 6
ac+bd c+d? bd—cd ad-b’ ac+2bd —cd A +d*+ad-b*) T P
tr(A-A+A" - A)=a*+b>+ad —c* +c* +d* +ad -b* =
a’+2ad +d* =(a+d) =(trd)
2_ 2 _ _
b AA-A-4=| TC (a f)(cz D
(a—d)(c—b) c—b
det(A-A — A - A)=—(b—c) (B+C) +(A—=A)) oo 2D

Dar det(A4- A" — A" - A) # 0 deoarece (b+c)* +(a—d)’ >0, iar |b| # |c

, din ipoteza. In concluzie matricea

A-A' — A Aeste INVErsabili............coooiiii i, 4p

Subiectul 3. (20 puncte)
a) Se considera functiile £, 2:[0,1] — R, continue pe [0,1] si derivabile pe (0,1). Demonstrati ca, daca f(0) =
f()=0sif'"(x)gx) — f(x)g'(x) # 0, oricare ar fi x € (0,1), atunci existd cel putin un punct x, € [0,1] astfel incét
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g(x0) = 0.
2
b) Sa se demonstreze inegalitatea: e >1— % + %,(V)x € (—oo,O] .
SOLUTIE:
a) Se considera functia / : [0,1] >R, h(x)= S Ex; si presupunem ca nu exista niciun punct x, € [0,1] astfel incét
g(x
GUXO) =0 ettt ettt b ettt et et et eaaea bt e b e b et aeeaeeaeete et et e eteete et e be s ensereareetens 2p
/ '()g()-f(x)g
W(x) ="~ ’“9’;2(;’““") ....................................................................................................................................... 2p
Functia / indeplineste conditiile teoremei lui Rolle = 3¢ € (0,1) astfel incat A’ (¢) = 0 .ooveveeereeeieeeee 2p
i (C)g(;)z_(: )( O _ e f'(c)g(c) — f(c)g'(c) = 0 (contrazice ipoteza problemei) ..........ccceeeveeerierereerenennen. 2p
Presupunerea fACULA €St TAISA ........couiiiiiiieie ettt ettt b bbb saeeneas 2p
2
b) consideram functia f :[x,0] > R, f(1)=e"' -1+ % - %,(V)f e[x,0].
Verifica teorema lui Lagrange pentru ¢ € [x,O] : functia f este continua pentru ¢ € [x,O] si derivabila pe (x,O) cen2p
Prin urmare existd ¢ € (x,0)astfel incat £(0)— f(x)=(0-x)- f/(c)sau f(x)=x-f'(c),(V)Xx <0 orvrrivrrr... 2p
Explicit, avem relatia:
2
e T e (2 T 0),(F)X S0 et e, 3p
2 L

Observatie: expresia —e™“ +1—c < Orezultd din inegalitatea cunoscuta e’ >7+1, (‘v’)t € R (Bernoulli)

2
X

> — i
2 0,(V)x €(—,0], cu egalitate

POIITU X = 0 ottt et ettt et e e e ettt et et et e a e eeas 3p

. .. o . e X
Deoarece membrul drept al relatiei este pozitiv, se obtine inegalitatea: e —1+ e

Subiectul 4. (30 puncte) Pasionat de robotica, Bogdan construieste 3 roboti pentru un concurs. . Deplasarea celor 3 roboti

este programata astfel incat robotii, care pornesc in acelasi moment, sa urmeze traiectorii in intervalul de timp [O,T ]
(timpul T este exprimat in ore) cu 7>1, astfel: un robot se deplaseazi dupi o traiectorie f(x)=x"+ax+b,a,beR ,iaral

doilea robot se deplaseazi dupi traiectoria g(x)=3x" +cx+4,ceR.

a) Determinati coeficientii a,b, si c astfel incét traiectoriile primilor doi roboti sé fie tangente dupa o ora, iar cel de-
al treilea robot sa se deplaseze pe traiectoria dreptei tangente comune primilor doud traiectorii, stiind c tangenta comuna
este paraleld cu dreapta de ecuatie y =x+3.

b) Pentru a,b si ¢ determinati la punctul a), aflati traiectoria celui de-al treilea robot.

SOLUTIE:

a) Din f(1)=g(1) seobtine relatia @+b—C =6 .....cooeiiieiriiiii i 5p
Din /() =g (1) =11ezultd 34+ a=164+C=1 ...coeeuiiiiiiiiie e 5D
S ObHNE =2, D=3, C == et e 5p

b) Functiile care modeleaza traiectoriile celor doi roboti pe intervalul [O,T ] sunt
F) =X =2x+3 51 @(X) =307 = 5X 4 . i 2p
Din f(1)=g(1)=2si f'(1)=g'(1) =1si se obtine ecuatia tangentei comune: y—2=1(x—1)............. &p
Traiectoria celui de-al treilea robot este Y =X+ 1. ..o 5p

Etapa Nationalda CMA_H]1 - lasi, 16 mai 2026
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
»ADOLF HAIMOVICI”
Editia a XXVIII-a
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Clasa a XII-a — Sectiunea H2 — Profil real, specializarea stiinte ale naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)

Matei are enuntul partial al unei probleme. Trebuie sa demonstreze ca functia /R —> G, f (x) = 1—ex
+e
este un izomorfism intre grupurile (R,+) si (G,*). Rezolvati urmatoarele cerinte:
a) Aratatica G=(-11) si x*y= xry pentru orice x,y € G.
I1+xy
b) Fie H={1_ea , a eQ}.Aréta;i cd (H,*) este subgrup al grupului (G, *).
+
c) Calculati l*l*l**l ,neN, n>2.
2 3 n
SOLUTIE:
a) f este functie bijectiva = G =Im f :(—1,1) ............................................................................... 4p
e . . 1-
f este functie bijectivi = f este inversabild ' :G >R, f _l(x)zlnl—x ................................ 2p
+Xx
f estemorfism = f(x+)=f(X)*F(¥), VY ER e, 1p
Fieu,veG=u=f(x), v=f(y), x,yeR, deci u*v:f(x)*f(y):f(x+y):f(f"I (u)+f“(v)):
l-u 1-v
l-u 1-v 1_1 B u+v
=f|In : e OO 2p
l+u 1+v 1+1—M.1—V 1+uv
I+u 1+v
) 1-¢* :
b) Fie teH:>t=1 ea ,aeQ=re(-11)=reG,deci HcG.
+
Elementul neutru in G este 0 iar simetricul unui element x € G este x'=—xeG.
0 _a a _,a
Cum 0=1 eO:OeH.Dacé x=1 ¢ eH, atunci x'=—x = < 1=1 e_ eH
I+e 1+e* e"+1 1+e*
In concluzie, (H,*) este subgrup al grupului (G,*) oo 6p
¢c) g=f":G—>R esteizomorfismdela G la R.
Daca a:l*l*l*...*l ,neN, n>2, atunci
2 3 4 n
234 7 n 2 3) 7 “\n 3457 n+l n+n
l-a 2 n+n—2
=In =In > :>Cl=2—
l+a n +n n +n+2
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2
Sau inductiv l*l*l*>l=l=nz+—n2 ........................................................................................... 5p
2 3 4 n n+n+2

Subiectul 2. (20 puncte)
Fie f:R—>R, f(x)= e* si F:R — R, primitiva functiei f care verificd F(1)=0.

a) Calculati J.Ol xf(x)dx .

b)  Calculati | F(x)ds.

2x
: : o F
¢) Aratati cd lim F(x) = si calculati lim ¢ F(x) .
X—0 X—>0 F(x + 1)
SOLUTIE:
1

1 1 2 1 2 1
a) '[Oxf(x)dx=JOxe dx—Ee 0_5(6_1) ............................................................................... 6p

1 L B 1 1 . B 1 o _ 1—-e
b) jo F(x)dx = [0 x'F(x)dx =xF (x)], - jo xF '(x)dx = — J’O XETA =5 6p
¢) Fie G(x)=F(x)—e", x>1. G'(x) = e’ —e" >0 , G crescatoare,
x21=>GX)2G() = F(x)2e" —e, VXTI IMF(X) =00, oot 3p

X—>0

SAU: pentru x >1 T. Lagrange pe [1,x] = 3c, €(1,x)
F(x)-F(1)=(x-1)F'(c,)= (x—l)ecx2 >(x—De= F(x)>(x—1De st lim F(x)=o

%) : 2
2x 2x 2x X
e F(x):li 2¢e7F(x)+e"-e i

x>0 F(x+1) X—>00 e(x+1)2 X—>00 ex2+1 o 2xex2+1 rareli e

Subiectul 3. (20 puncte)
Consideram polinomul f = X*™° + 4 X*™ +..+a,,; X -1, f e R[X], curddicinile z,, z,,..., Z,,, € C care

verifica |Z1|21: zz| >1,...,

22026| >1.

vvvvv

b) Demonstrati cd |z,

=|z,|= .. =255 -

c) Aritaticd X* -1 1l divide pe f .

SOLUTIE:

a) f(O) =-1<0, )lggf(x) =0, xlirg)f(x) =00 = f are cel putin o radicina in (—oo,O) si cel putin

o radacina in (O,oo) ................................................................................................................. S5p

D)zt Z, i Zs Tl ettt 2p
|zl~zz-...-22026|:1 ............................................................................................................................. 2p
|Zl|'|ZZ|'...-|22026| =1, zl| =1, ZZ| >1,..., 22026| 2l= |Zl|:|22| =..= |Z2026| =1 2p

¢) din a) existd z, €(—0,0) iardinb) [z =1 deci z, = =1 .coeriirircrrriircirecerrececeeeeenae 3p
din a) existd z, € (0,0) iar din b) ‘zj‘ =ldeci z; =1 s 3p

Rezultd f(=1)=0; (1) =0,deci X —1|f e 3p
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Subiectul 4. (30 puncte)
Un mobil se deplaseaza, plecand dintr-un punct A, cu viteza v(¢), ¢ =20, (¢t masurat in ore), cu viteza initiala

vokm/h, (v, =v(0)).

Notam cu S(#) spatiul parcurs de mobil, masurat in km, dupa ¢ ore. Se stie ca v:[0,00) —[0,0) este o
functie continua si satisface conditia v(x+ y) =v(x)+v(y)—v, pentru orice x,y >0, iar S:[0,00) = [0,0) este
o functie derivabila.

a) Aratatica S(x+»)=5Sx)+S()+x-v(y)—v,x,Vx,y 20.

b)  Demonstrati cd v(¢f) =k -t+v,, k constantd reala.

c)  Stiind cd dupa o ord viteza mobilului este egald cu 72km / h, determinati viteza initiala v, astfel
incat mobilul sa parcurga primii 200 km in 2,5 ore.

(Nota: daca S(¢) este spatiul parcurs de mobil si S este functie derivabild, atunci viteza mobilului este
v(t)=S'(t),cu S(0)=0.)

SOLUTIE:
a) S este primitiva a funCtiel CONLINUE 1V ..ooouiieiieiiieiieeie ettt ettt ae et e e esebeesaaeensees 2p
integrand dupa ¢ relatia: v(£+y) =v(t) +v(y)—v, = L: v(t+ y)dt :.[: v(t)dt + I:(v( y)—Vv, )dt ........ 5p
S(t+y)|z=S(t);+t(v(y)—vo)z ...................................................................................................... 3p
S(x+y)—S(y):S(x)—S(0)+x(v(y)—vO) , deci S(x+y):S(x)+S(y)+)c-v(y)—x-v0
(S(0)20) et 3p
b) Schimbamx cuy la punctul a). Astfel x(v(y)-v,) =y(v(x)—v,), Vx, y=0.
Pentru x,y>0= v(x) v :v(y)_vo,Vx,y>O .............................................................................. 3p
X y
. v(x)—v, ) 5 v(x)—v,
Deci ——— este functie constantd, astfel ——>=k,Vx>0 =v(x)=ke+vy,, Vx>0 ... 3p
X X
Cum V(0) =y V(X)) ZAXHV, 5 VX 20 ettt Ip
©) V(1) Z K402 0 s 1p
2
S primitiva a functiei v=§ (t) = k%+ Vol 0 s 2p
2
Cum S(O):0:>S(t):k%+vot, S R 2p
v(l) =72, S(%j =200 ettt ettt et et e et e ente et e et e e nteene e neenteeneenne 3p
k+v,=72, :%-k+v0-§=200 ...................................................................................................... Ip
DV T A0 AIIT B et e Ip

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.

Orice rezolvare corectd a oricdrei probleme, dar diferita de cea din barem se noteaza cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.
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